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Repaso 


Sea R°° el conjunto de sucesiones de números reales. Sea (er n ) € R°°, l € R. 
Recuerde que: 

1. ( x n ) converge <4 3a € R tal que 

Ve > 0 3 N tal que n > N => \x n — a| < e a = lím x n 


2. ( x n ) es de Cauchy %£ 

Ve > 0 3iV tal que n,m> N(e) 


\x n - x m \ < e 


3. (x n ) converge 15 (x n ) es de Cauchy. 

4. (x n ) converge 15 su límite es único. 

de f 

5. (x n ) es acotada <4 3 R > 0 tal que 

V?r > 1, \x n \ < R 15 {x n \ n > 1} 

es un conjunto acotado. 

Th 

6. ( x n ) es de Cauchy =¿- ( x n ) es acotada (pero no en el otro sentido). 

7. NOTA: Sea A c R: 

. def 

(i) A es acotado por abajo <4 

3Ci € R tal que Ver € A, C\ < x 

(C\ es una cota inferior). 

A es acotado por arriba d M 

3C 2 € R tal que Ver € A, x < C 2 

(C 2 es una cota superior). 

def 

A es acotado A es acotado por arriba y por abajo 

n é a 3<7i, C 2 G R tal que Vz e A, G x < er < C 2 
n & a 3 R > 0 tal que \/x € A |er| < R 
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(ii) Sea Q </>, / : fl —> K. es una función acotada 

dcf 

<=> Im(f) es un conjunto acotado 

44 - 3 R < 0 tq \/x € fl \f(x)\ < R 

(iii) sup A d = más pequeña de las cotas superiores, si A es acotado por 
arriba y +oo si no. 

Si sup A £ A se llama máximo de A. En este caso 

, Á def Á 

max A = sup A < oo 


Si sup A ^ A se escribe $ máxA. 

ínf A d = más grande de las cotas inferiores de A, si A es acotado por 
abajo y —oo si no. 

Si ínf A € A se le llama mínimo de A. En este caso 

mín A = ínf A. 


Si ínf A ^ A, entonces $ mín A. 


Ej ercicios 


1. Pruebe que ( x n ) es de Cauchy y que converge usando las definiciones. 


■ ( Xn ) 

■ ( X n ) 

■ ( X n ) 

■ ( X n ) 

■ () 
■ ( X n ) 


n +1 
2n + 21 
n + sin n 
2n + 3 
2n 2 - 7 
5n 2 + 8 
3n 2 — 1 
n 2 + n + 1 


eos 2 n 


1 + n 2 

4u 2 + 3n 

2 n 2 + 1 


2. Pruebe cjue: 


■ ( x n ) converge ( x n ) es de Cauchy. 

■ ( x n ) es de Cauchy => ( x n ) es acotada. 

■ ( x n ) es acotada ( x n ) converge. (Dé un contraejemplo) 


3. Pruebe que sin y eos son funciones acotadas. ¿Tienen máximo y mínimo? 

4. Pruebe que tan y sec son no acotadas. 

5. Halle sup A, ínf A y si existen máxA y mín A: 



■ A = {2+||pesun número primo} 

■ A = {y G M | 3a; G M tq y = 3 sin a; + 4 eos x} 

( 2n“ + 3 . } 

■ ' 4 = |seT^ l " eP) '" > '| 

3 n + sin(n7r/2) 
n + 5 

6. Resuelva la ecuación o inecuación dadas: 



1 ^ a; < 5a: < 30 — x 

n 3x + 1 

2 < - < 4 

“ 3 v 

0 < 115 — 7x\ < 5 
3 - xl <i 


-7 
5a:+ 2 


> 1 


—5 

x + 5| < 12 — x 
x + 1| >i 


| x — 1 | 

7. Grafique el conjunto A: 


• A = {(x, y) £ M 2 \ \x + y - l\ + \x - 2y - 3\ = 5} 

■ ^ = {(a:, y) G K 2 | \x 2 - 3y + 1| = 1} 

■ A = {(x,y) G K 2 | \x + y - 1| + \y - x 2 \ < 5} 
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Parte I 

ESPACIOS MÉTRICOS 
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Capítulo 1 


Espacios Métricos 


Definición 1. Sea X ^ 0. A una función d : X 2 —► R, (x,y) i—► d(x,y) tal 
que \/x, y, z G X 

(MI) d(x,y) > 0 (No negatividad) 

(M2) d(x, y) = 0 <t=> x = y (Unicidad) 

(M3) d(x, y) = d(y , x) (Simetría) 

(M4) d(x, z) < d(x, y) + d(y, z) (Desigualdad Triangular) 

se le llama métrica o distancia en X y al par ( X, d) espacio métrico. 

Definición 2. Si (X, d) es un espacio métrico y Y C X es no vacio, d\ y 2 : 
Y 2 —> R. es obviamente una métrica en Y y a (Y,d\ y 2 ) se le llama subespacio 
de (X,d) y se nota por comodidad (Y,d). A d \ y 2 se le llama métrica inducida 
en Y por d 


Ejemplos 


1. Si para i,i/eR ponemos d(x, y) = \x — y\, entonces d es una distancia en 
R, llamada distancia natural o usual. Con la misma definiciíon para d se 
obtiene una métrica en C, siende en este caso \x — y\ el módulo de x — y. 

2. Sea £ {R*,^}, n > 2. Definiremos en algunas métricas. Si 


í Xl \ 

x 2 

\ X N ) 


(xi,x 2 , -,x N ) e k n , 


( yl \ 

y-2 

\ y N j 


= (2/1,2/2) 2/jv) G 
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y ponemos: 


d2(x,y) = 


N 


AlE^ - ^! 

\ k =1 


iV 


di{x,y) = ^2\x k - 


Vk I 


fc=l 


d P (x,y) = 


N 


ai X! l Xfc _ 2Al P ’ 1 < P < oo 

\ fe=i 


doofa:, 2/) = máx^ |x fe - y k \ 


entonces (K N ,d p ) son espacios métricos \/p G [l,oo]. A d 2 se le llama 
métrica usual o natural en R w o C N . 


3. Sea X ^ 0 y 


d(x,y) 


1 si x y 
0 si x = y 


para x,y G X, entonces {X,d) es un espacio métrico. A d se le llama 
métrica discreta. 


4. Sean c[a,b\ = {/ : [a, b] —► K | f es continua}, K € {R,C}. Si para f,g G 
c[a, b] ponemos 

di{f,g)= í \f(x) - g{x)\dx-, 


d P {f,g) = y J \f{x) -g(x)\Pdx, 1 < p < oo 

doo{f,g)= máx\f(x)-g{x)\; 

a<x<b 

entonces d p es una métrica en c[a,b\ \/p G [l,oo]. La más usada es d^o y 
se pone C[a,b] = (c[a, 6], doo)- 

5. Sean K G {K,C} , K°° el conjunto de sucesiones de elementos de K. Si 
ponemos para (x n ), ( y n ) G K°°, 


d({x n ), (Vn)) 


OO 


E 


1 \xk-yk I 
2 fc 1 + |a; fe - 2/ fc | 


(K) = (K°°,d) es un espacio métrico. 
6. Sean K G {R, K}, 


= {(*„) G K°° | ^ \x n \* < oo}, 
k -1 


K£ = {(x n ) G K°° | (£n)es acotada} 
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Entonces, si ponemos para (x n ), (y„) € K£°: 


d p {(x n ), (y n )) 


OO 


N 


^2 \ Xk ~ y k i p ’ 

k =1 


1 < p < OO 


doodxn), (y n )) = sup{|x fc - yk I | k € N}, 
son espacios métricos (K£°,d p ) =: ¿ P (IK), 1 < p < oo. 

7. Si fí 0, K £ {M,C}, 6(Í2) = {/ : O —> K | f es acotada}, si para 
/, g € 6(0) ponemos 


doo(/,5) = sup{|/(a;) - 5 (a:)| | x G 0} 

es un espacio métrico el par (6(0), (¿oo) =: ¿3(fl, K). (Notemos que Í°°(K) es 
un caso particular de B(0,IK) con D = N. Es decir que l°°(K) = B(N, K)) 


Ej ercicios 

1. Si para x, y £ E se pone d(x,y) = yj\x — y\, pruebe que (K, d) es un 
espacio métrico. 

Demostración. Sean x,y,z € R. Debemos probar (MI), (M2), (M3) y 
(M4) para d: 

(MI) d(x,y) = yV - y\ > O 

(M2) 


d(x,y) = O 


^ V\ x - y I = o 

\x-y\ = 0 
-t=> x — y = O 

<t=> x = y 


(M3) d{x, y) = y/\x - y\ = <J\y - x\ = d{y, x) 

(M4) Sabemos que \x — z\ < \x — y\ + \y — z\, entonces 


\x-z | < \x-y\ + \y- z\+ 2\/\x - y\V\y ~ z í 

= (V\x~y\ + V\y~ z \) 2 


por lo que, extrayendo la raíz cuadrada de la desigualdad 
\x~z\< {y/\x-y\ + \J\y~z\) 2 , 
obtenemos la desigualdad triangular buscada: 

V\ x - z \ < V\ x ~y I + Vy -2, 


o también 

d(x,z) < d(x, y) + d(y, z) 
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□ 


2. Si d(x,y) = (x — y) 2 . ¿Es (R, d) un espacio métrico? 

3. Pruebe que en los ejemplos presentados se tienen espacios métricos. Donde 
corresponda use los ejercicios 9 y 10. 

4. Sea X = a,b,c un conjunto de tres elementos. Halle todas las métricas 
d : X 2 —»• R tales que d(a, b) = 5. 

5. Si (X,d) es un espacio métrico, halle los a € R y j3 G R tales que ad y 

ad 

d+ B son métricas. Idem para --—. 

1 +/3d 

0¿t 

Sugerencia: analice la monotonía de / si f(t) = ^ + . 

6. Sea X = {0, l} 3 = {(ser, x 2 , x 3 ) | x lt x 2 , x 3 G {0,1}}. 

Para x = (xi,X2,x 3 ), y = (j/ 1 , 2 / 2 , 2 / 3 ) G X , sea d(x,y ) = número de 
coordenadas distintas. 

Pruebe que ( X , d) es un espacio métrico. 

7. Sea (X, d) un espacio métrico. Pruebe que \/x, y, z,w G X: 

(a) : \d(x, y ) - d(z, w)| < d(x, z ) + d(y, w) 

(b) : \d(x, y) — d(y, z)\ < d(x, z) 

8. Sean N > 2; a¿, bk, Ck G R, k G 1,..., N. 

Pruebe que 


[VA; G 1,.... N, ai- < bk + c¡d => máx a*, < máx bk + máx Ck 

l<k<N l<k<N l<fe<AT 


9. Sean x,y G K, N > 1, x = (x 1 ,...,x N ), y = (y u y N ), p G [l,oo[, 
q G [1, 00 [ tales que | ^ = 1. 

Entonces 

N N 

Y \ x kVk\ < a X! i ;cfc i í> 

fc=l \ fc=l 

es la desigualdad de Holder. 

En particular 

N N 

Y \ x kVk\ < a Y i xfc i 2 

fc=i ^ fc=1 

es la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Demuestre estas desigualdades. 

10. Sean (x n ) G K£°, (y m ) G p,(¡G [l,oo[, tales que - + - = 1 (se dice 
que p y q son exponentes conjugados). 

Pruebe que 

OO OO 

Y \ x kVk\ < f Y \ Xk \ p 

k—1 \ k= 1 
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la desigualdad de Holder. 

En particular 

OO 

E^i 2 

k =1 

la desigualdad de Cauchy-Schwarz. 

11. Pruebe que Mx = (aq, ...Xn) € K N , 


y \ x kVk\ < 


k =1 


\| £ |lt|: M 



N 

< iv EM 2 

k =1 


12. Halle (xat) G M°° tal que 

lím x n = 0 

n—>-oo 

pero (x„) ^ t p (R) Vp € [l,oo[. 

13. Halle (x n ) G £ P (R) con p > 1, pero (x n ) ^ ^ 1 (K). 

14. Sea (A, d) un espacio métrico, Iclno vacío. El diámetro de A, notado 
¿(A), es definido por ¿(A) = sup{d(x,p) | x,y G A} se dice que A es 
acotado si ¿(A) < oo. Pruebe que 

(a) AcB=> 6{A ) < 6(B) 

(b) <5(A) = 0 <G> A tiene un solo punto. 

15. Sea (A, d) un espacio métrico; A y B dos subconjuntos no vacíos de X. La 
distancia entre A y B, D(A,B) se define por D(A,B) = ínf {d(x,y) \ x G 
A,y G B}. Pruebe que 

(a) D no es una métrica en P C (A) = {A C A | A / 0} 

(b) AnB/0=t D{A , B ) = 0. (¿Qué se puede decir de la recíproca?). 

16. Sea (A, d) un espacio métrico, A C A no vacío, fe G A. Se llama distancia 
de b a A a D(b,A) definido por D(b,A) = íní{d(b,x) \ x G A}, (que 
coincide con D({b},A)) del ejercicio anterior). Pruebe que 

I D(x, A) - D{y , A)| < d(x, y) Vx, y G A. 


17. Sean (Ai,di), (A 2 ,d 2 ) dos espacios métricos. Para u = (« 1 ,^ 2 ), v = 
(rq,u 2 ) G Ai x A 2 , pongamos 

S p (u, v) = ^[diíui, vi)] p + [d 2 (u 2 ,v 2 )] p , 1 < P < 00 , y 

¿oo =m á3í{d 1 (ui,v 1 ),d 2 (u2,v 2 )}. 

(a) Pruebe que (Ai x A 2 ,d p ) son espacios métricos Vp G [l,oo] 

(b) Generalice el resultado para el producto cartesiano de N espacios 
métricos, N > 2. 

18. Pruebe que (R 2 ,d) es un espacio métrico si 
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(a) d((x 1 ,x 2 ),(yi,y 2 )) = 3|ari — 2 / 1 1 + \\x 2 - y 2 1 

(b) d((x i,x 2 ), (j/ 1 , 2 / 2 )) = máx{7|xi - yi|, ||x 2 - y 2 |} 

19. Pruebe que: 

(a) En la definición de métrica se puede omitir (MI), ya que resulta de 

(M2), (M3) y (M4) 

(b) (M3) y (M4) pueden ser obtenidos de (M2) y de (M5) si 
(M5) Mx, y,z € X, 

d(x,y) < d(z,x) + d(z, y) 
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Capítulo 2 

Conceptos Topológicos 


Definición 3. Sea {X,d) un espacio métrico; sean a £ X, r > 0: 

■ B r (a) = {x £ X\d(x,a) < r} es una bola abierta con centro a y radio r. 

■ B r (a) = {x £ X\d{x,a) < r} es una bola cerrada con centro a y radio 
r. 

■ S r (a) = {i£ X\d(x, a) = r} es una esfera con centro a y radio r. 
NOTA: B r (a) es la unión disjunta de B r (a) y S r (a). 


Ejemplos 

1. En (R, d), donde d es la distancia usual (d(x, y) = \x — y|), 

B r {a ) =]a — r, a + r[, 

B r {a) = [a — r, a + r], 

S r (a) = {a — r, a + r}. 

2. En (M. 2 , c¿ 2 ), donde ¿2 es la distancia usual, si a = ( 01 , 02 ), 

el gráfico de S r (a) es la circunferencia de centro A(a\, 02 ) y radio r; 
el gráfico de B r {a) es el círculo (excluida la circunferencia), con centro en 
A(oi, 02 ) y radio r. 

3. En (R , d 2 )> donde ¿2 es la distancia usual, si a = ( 01 , 02 , 03 ), 
el gráfico de S r (a) es la esfera de centro ^( 01 , 02 , 03 ) y radio r; 
mientras que el gráfico de B r (a) es la bola con centro en ^( 01 , 02 , 03 ) y 
radio r (excluida la esfera). 


Conceptos Topológicos 

Definición 4. Sea (X,d) un espacio métrico. Sean M C I, tf / 0; A,B C X 
1. a £ M es un punto interior de M si 3r > 0 tal que B r (a) C M. 
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2. M = {x £ M | x es punto interior de M} = interior de M. 

3. A es abierto si A = 0 o si A = Á. Es decir que A es abierto si todos sus 
puntos, de tenerlos, son puntos interiores de A. 

Dicho de otro modo A es abierto si 

Va; G A 3r x > 0 tal que B r¡¡¡ (a;) C A. 

NOTA: AI es abierto. De hecho es el más grande subconjunto abierto de 
M. ¡Pruébelo! 

4. B es cerrado si Cb es abierto (Cb = X\B). 

5. Td = {C C X | Ces abierto}, el conjunto de todos los conjuntos abier¬ 
tos en (A, d) se llama topología asociada a d. Tiene tres propiedades 
fundamentales: 

(TI) 0 G T d y A G % 

(T2) La unión finita o infinita de elementos de Td es elemento de Td (la 
unión de abiertos es un abierto) 

(T3) La intersección finita de elementos de Td es elemento de Td (la 
intersección finita de abiertos es un abierto). 

Ejercicio: Pruebe estas propiedades. Tenga en cuenta la siguiente defini¬ 
ción de unión e intersección: 

6. Si O 0 es un conjunto de índices (ejemplos O = {1,2,3}, SI = {a, fi, ...w}, 
O = N, = R), y si {A^ A C A,w e íl} C P(X) es una familia de 
subconjuntos de X (finita o infinita según el f l escogido), entonces 

A u d = {i € A | 3w e f l tal que x € A u } 

L £"2 

f] A u d = {x G A | Vw € Í2, x G AJ 
í "2 

7. Las propiedades de Td inspiran la siguiente definición: T C P(X) es una 
topología definida en A si 

(Ti) 0,AeT 

(T2) Si ^ 0 y {Au | u¡ G íf } C T, entonces U we n AfT 
(T3) Si N € N y {Ai,...,A¿v} C T, entonces fj^=i -Afc G T 

Al par (A, T) se le llama espacio topológico. 

8. Si M tiene una infinidad de elementos, un punto b £ A se llama punto 
de acumulación de AI, ssi 

Vr > 0, B r (b) contiene una infinidad de puntos de M. 

También se lo llama punto límite de M, que también se define así 

Vr > 0, B r (b) contiene un punto de M, distinto de b . 

/ Pruebe que las dos definiciones son equivalentes! 

Si M a = {i £ A | i es punto de acumulación de M}, al conjunto M = 
M U AI a se le llama clausura de AI. 
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Ej ercicios 

1. Grafique Si((0,0)), la esfera unidad en (R 2 ,d p ), para p £ {1,1,5, 2,3} y 
para d^o. ¿Cómo se comporta 5i((0, 0)) dibujado para d p si p —> 1+ y si 
p —> +oo? 

2. Describa en C[0, 7r] = (c[0,7r], doo), los conjuntos S^cos), B 2 (cos), B 2 (cos). 

3. Sea (X,d) un espacio métrico, donde d es la métrica discreta. Sea a £ X. 
Halle H 0 , 5 (a), Bi(a), B 2 (a ), B 0t5 (a), ¿i(a), B 2 (a), S 0 , 5 (a), S'i(a), S 2 (a) 

4. Pruebe que toda bola abierta es un abierto y que toda bola cerrada es un 
cerrado. 

5. Pruebe que si ( X , d) es un espacio métrico y M C X, entonces: 

(a) AI a es cerrado, 

(b) AI es cerrado, 

(c) AI es cerrado <+> M a C M 

(d) M es cerrado +> M = M , 

(e) a € M <+> Vr > 0 B r {a) contiene al menos un punto de M, 

(f) Si A C B C X entonces A a C B a , y, por ende A C B, 

(g) F C X es cerrado y M C F => M C F, (AI es el más pequeño cerrado 
que contiene a M), 

(h) AUB = AUB, 

(i) AnB c AílB. 

6. Sea (X, d) un espacio métrico. Sean A,M C X no vacíos. Supongamos 
cjue A es abierto. Pruebe que: 

(a) A n M = 0 => A n M = 0, 

(b) M = M U dM, donde 

dM = {a: £ X | x es un punto de frontera deAí} 

es la frontera de M (x £ X es punto de frontera de M si Vr > 0, 
B r (x ) contiene al menos un punto de M y al menos un punto de 

C M ), 

(c) AI es abierto => AI es la unión de bolas abiertas. 

7. Pruebe que en R, si a, b £ R, a < b 1 [a, b] no es abierto, [a, b[, ]a, b] no son 
abiertos ni cerrados; {a} no es abierto, {a} es cerrado, [a, b] es cerrado y 
]a, b[ es abierto. 

8. Realice los ejercicios indicados en los numerales 4, 5 y 8 de la definición 4. 
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Capítulo 3 

Límites y Continuidad 


Sean (X,d x ), ( Y,d y ) dos espacios métricos. 

Sea / : X —> Y x f(x) tal que D(f) a ^ 0 (o sea que el dominio de / tiene al 
menos un punto de acumulación). 

Sea So un punto de acumulación de D(f). Se dice que l £ Y es el límite de f(x) 
cuando x tiende a x o, lo que se escribe 


l = lím f(x) o f(x)¡ 

X—>Xq 




ssi 

Ve > 0 > 0 tal que 0 < d x (x, xo) < S => d y (f(x), l) < e 

(en esta definición está implícito que x £ D(f)). 

Si además xq € D(f) y si f(x o) = l, se dice entonces que / es continua en s 0 - 
NOTA: 

Para que / sea continua en Xq se requiere que 

x 0 £ D(f) (~l D(f) a y que f(x 0 ) = lím f(x). 

X—>Xq 

Por la definición anterior se tiene entonces que / es continua en Xq ssi 
Ve > 0 3(5 > 0 tal que d x (x,x o) < S => d y (f(x),f(x o)) 

Definición 5. Si D(f) = X = D(f) a , se dice que f es continua ssi 
Vxo £ X, f es continua enx o. 

Notación: Dado B CY se llama pre-imagen de B por / al conjunto 
f- 1 (B) = {x£X\f(x)£B} 

Notación: Si A y B son dos conjuntos no vacíos y si F : A —> B es una 
función cualquiera, se pone para 

ÍÍC A, F(fi) = {F(x) | x £ fi (~l D(F)} = {y £ B \ 3x £ fi tal que y = F(x)} 

A F(fi) se le llama imagen de fi por F. 

NOTA: 
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1. Si F : A —> B es inyectiva, existe F 1 : B —> A, la función inversa de 
F definida así: D(F~ 1 ) = Im(F), Im(F~ 1 ) = D(F), F~ 1 {y) = x ssi 
F{x) = y. 

2. Para / : X —► Y y B C Y, si f es inyectiva entonces representa 

tanto la pre-imagen de B por F, como la imagen de B por / _1 . Es decir 
que los dos conceptos coinciden, lo que explica el uso de la misma notación. 

Un resultado fundamental respecto a las funciones continuas es el siguiente: 

Teorema 6 (de la función continua). Sean (X, d x ), (Y, d y ) dos espacios métricos 
y f : X —► Y una función para la cual D(f) a C D{f) = X. Entonces: 

f es continua <&\/B C Y, abierto en(Y,d y ), f^ 1 (B) es abierto en(X,d x ). 

Demostración. (=>) Supongamos que f es continua. Sea B C Y abierto en 
(' Y,d y ). Vamos a probar que f~ 1 (B) es abierto en (X,d x ). Hay dos ca¬ 
sos: 

(a) Si f~ 1 (B) = 0 entonces f~ 1 (B) es abierto. 

(b) Si f~ 1 (B) 0, se debe probar que Vx 0 € f~ 1 (B) , x 0 es un punto 

interior de f~ 1 (B). 

Sea x 0 € f~ 1 (B). P.D. x 0 es un punto interior de f~ 1 (B). 

Debemos hallar: 

r > 0 tal que B r (x o) C f^ 1 (B) 

Sea yo = f{x o). Entonces yo € B. Como B es abierto, 

3e > 0 tal que B e (y 0 ) C B. 

Como f es continua, entonces f es continua en Xq- 
Por tanto: 

> 0 tal que d x (x, Xo ) < ó =>■ d y (f(x ), f(x o)) < e. 

Entonces 

x G B s (x 0 ) => x G f~ 1 (B) 

por lo que 

Bs(x 0 ) C r\B). 

Basta, entonces tomar 

r := 6. 

(•<=) Supongamos que \/B C Y, abierto en (Y, d y ), f~ 1 (B) es abierto en ( X , d x ). 
P.D. f es continua. 

Sea loGl. P.D. f es continua en xo- 
Sea e > 0. Debemos hallar 

6 > 0 tal que d x (x,x 0 ) < S =>■ d y (f(x),f(x 0 )) < e. 

Sea B = B e (y 0 ), con y 0 = f(x 0 ). 

Entonces B es abierto en (Y,d y ). 
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Por lo tanto f~ 1 (B) es abierto en (X,d x ) y x 0 £ 

Existe entonces r > 0 tal que B r (x o) C f~ 1 (B). 

Por lo tanto: 

x £ B r {x o) =» x G f~ x {B) f(x) G B = B e (y 0 ). 
Esto quiere decir que: 

d x (x,x o) < r =>■ d tí (f(x),y 0 ) < e 
Basta entonces tomar 

S := r. 


□ 


Ej ercicios 

1. Sea ( X , d) un espacio métrico. Sea A C X, d/ 0. Pruebe que: 

A es abierto <G> A es la unión de bolas abiertas. 

2. Pruebe que si (A, d) es un E.M. con la métrica discreta, entonces VA C X, 
A es abierto y cerrado a la vez. 

3. Describa M si: 

(a) M = Q en R 

(b) M = Q + zQ en C 

(si A, B c R, A + IB = {x + iy \ x G A, y G i?} C C) 

(c) Aí = {z G C | \z\ < 1}, en C 

4. De un ejemplo cuando B r (a) ^ B r (a) (la clausura de una bola abierta no 
coincide con la bola cerrada del mismo centro y radio). 

5. Sean f,h G c[a,b] tales que Va; G [a, b] f(x) < h(x). Sea 

M = {g G c[a , b\ \ /( x) < g{x) < h{x) Va; G [a, 6]}. 

Pruebe que M es abierto en C[a , b\ = (c[a, b], doo)- Donde: 

c[a, &] ={/ : [a, b] —» R | f es continua}; 
doo{f,g)= máx\f(x)-g(x)\. 

a<x<b 

6. Sean ( X , d) un espacio métrico, M C X. Pruebe que 

x G M <G> Ve > 0 3y G M tal que d( x, y) < e 
& Ve > 0 M nB e {x) ± 0. 

7. Sea ( X , d) un espacio métrico. Se dice que (A, d) es separable ssi 3M C A 
un conjunto numerable tal que M = X. 

(Se dice que M es siempre denso en X si M = A). 

Pruebe que B[a,b] = (b[a,b],doo(f,g)) no es separable si 

b[a, b] ={/ : [a, 6] —> R | f es acotada}, 
doo(f,g)= sup \f(x)=g(x)\. 

a<.x<b 
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8. Pruebe que (X,d) es separable ssi existe A C X, un conjunto numerable 
tal que 


Va: € XMe > 0 3y G A n B e (x). 


9. Sean (X,d x ), ( Y,d y ) dos espacios métricos, A C X. 

Sea / : X —» Y tal que X = D(f) D D(f) a . 

(a) Pruebe que f es continua ssi 

\/F C Y cerrado en ( Y,d y ), f~ 1 (F) es cerrado en (X,d x ) 


(b) Pruebe que f es continua y A es abierto =£> f{A) es abierto. 
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Capítulo 4 

Sucesiones convergentes, de 
Cauchy y acotadas 

Sucesiones 

Notemos que si X ^ 0, los elementos de X 2 , X 3 , X 4 , X 5 , etc. son pares, 
tríos, cuádruples, quíntuples, etc. de elementos de X. 

En general (xi, X 2 , —,xi v) € X N , N > 1, es un N-tuple ordenado de elemen¬ 
tos de X. 

Es decir que a la entrada o casillero número 1 de le asignamos el 

elemento X\, a la número 2 el elemento X 2 , ..., etc. y al casillero número N le 
asignamos el elemento Xjy. 

Esto quiere decir que al tomar un elemento (xi, X 2 ,..., Xn) de X N , lo que 
hacemos es asociar a cada entero k G {1, 2, un elemento Xk de X. 

Pero esto es lo que hace una función 

a: : {1,2,..., N} —► X, n 1 —> x{n) = x n . 

Por ello a cada elemento de X N lo podemos ver como una función 

x : {1, 2, ..., N} —> X, n 1 —> x n . 

Si en vez de {1, 2,..., N }, tomamos como domimio de la función a N, es decir si 
tomamos funciones 

x : N — t X, n 1 —> x n \ 

a cada función de este tipo le asociamos un 00 -tupie (xi, X 2 , •••), llamado en 
realidad no así sino sucesión de elementos de X. 

Al conjunto de sucesiones de elementos de X lo notaremos X°° y a la sucesión 
(xi,X 2 , • • •) la notaremos ( x n ). 

(x n ) G X 00 quiere decir que (x n ) puede ser vista como una función 

x : N —> X, n 1 —> x n . 

Sucesiones convergentes 

Para una función / : R —> i y un número / € R, teníamos que 

l = lím /( x), 

x—>oo 
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si l podía ser aproximado con los valores f(x) con la precisión que se deseara. 
Para ello bastaba tomar x suficientemente grande. Esto se escribe : 

l = lím f(x) <í=> Ve > 0 3 R > 0 tal que x > R(e) => \l — f(x)\ < e (4.1) 

#—>•+00 

Implícitamente se entiende que tales x siempre existen. Es decir, se supone que 
D(f) es no acotado por arriba. 

Como una sucesión numérica (a n ) £ R°° es una función « : N -> R y su 
dominio es N; la definición (4,1) puede escribirse, en este caso, así: 

l = lím a n <t=> Ve > O 3 N £ N tal que n > N(e) => 1 1 — a n \ < e (4.2) 

n—>-+oo 

Generalicemos un poco estos conceptos, reemplazando el conjunto de llegada de 
f y de a, que es R, con un conjunto no vacío X, que requiere obviamente estar 
dotado de una métrica. 

Sean entonces (X, d) un espacio métrico, / : R —> X x H > f{x) una función 
tal que D(f) es no acotado por arriba y l £ X. Entonces 

l = lím /( x) o- Ve > O 3f? > O Va; £ D(f), x > R(e) => d(l, f(x)) < e (4.3) 

#—>■+00 

Por otro lado si (a n ) £ X°°, tendremos que (a n ) es convergente si existe 
l £ X, llamado límite de (a n ), tal que 

Ve > O 37V £ N tal que n > N(e) => d(l, a n ) < e (4.4) 

Esto se nota 

l = lím a n o a níí= ^í o a n -*l, 

n—>oo 

y se dice que ( a n ) converge al, o hacia l. 

NOTA: 

1. Si 3 lím /(#), éste es único (¡ Pruébelo!). 

#—>■+00 

2. Si 3 lím a n , éste es único (Pruébelo!). 

n—>oo 

3. Si 1= lím f(x)<=* lím d(l, f(x)) = O (¡ Pruébelo!). 

#—>■+00 #—>-+oo 

4. 1= lím a n <3- lím d{l, a n ) = O (¡ Pruébelo !). 

n—>-oo n—>■ oo 

5. Si (a n ) £ X°° no es convergente, se dice que («„) es divergente o que 
diverge. 

(En 3 y 4 los límites de la derecha son los definidos para funciones l->ty 
sucesiones de elementos de R). 


Sucesiones de Cauchy 

Dada la importancia de las sucesiones convergentes y lo inutilizable de la 
definición para averiguar si una sucesión numérica es convergente (puesto que 
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se requeriría adivinar cual es el límite y recién ahí ver si Ve > O 3N...), se vio 
la necesidad de hallar criterios de convergencia de fácil aplicación. 

Estos son en general condiciones suficientes que garantizan la convergencia 
de una sucesión, sin conocer su límite. 

Por ejemplo: 

(1) Una sucesión no decreciente y acotada por arriba es convergente; 

(2) Una sucesión no creciente y acotada por abajo es convergente. 

Cauchy descubrió el siguiente criterio: 

Criterio 7 (de Cauchy). Si para (x n ) £ R°°, los valores a n ’s se pueden acercar 
entre sí tanto como querramos, tomando, para garantizar ésto, índices suficien¬ 
temente grandes, entonces (a n ) es convergente. 

La condición exigida por Cauchy puede escribirse: 

Ve > 0 3 N £ N tal que n,m > N(e) =$■ \a n — a m \ < e (4.5) 

A las sucesiones que cumplen esta propiedad se las llama ahora sucesiones de 
Cauchy. Algo extraordinario es que esta condición no es solo suficiente sino 
también necesaria para la convergencia de sucesiones numéricas. Se tiene pues 
el: 

Teorema 8 (de Cauchy). Si (a n ) € K°° entonces : 

(a n ) es convergente <t=> (a n ) es de Cauchy 

Si reemplazamos R. con un conjunto X dotado de una métrica, tenemos la 
siguiente: 

Definición 9. Sea (a n ) £ X°° donde ( X , d) es un espacio métrico. Diremos 
que: 

(i a n ) es de Cauchy <=> Ve > 0 3 N £ N tal que n,m > N(e) => d(a n , a m ) < e 

(4.6) 

Se tiene que si una sucesión (a n ) es convergente, necesariamente es de Cauchy 
pero en general el ser de Cauchy no es suficiente para la convergencia. El lector 
puede probar el siguiente: 

Teorema 10. Sean (X,d) un espacio métrico y (x n ) £ X°°. Entonces 
( x n ) es convergente => (x n ) es de Cauchy 


pero no al revés. 

(Para probar ££ halle un espacio métrico y una sucesión que sea de Cauchy 
pero que no converja). 

NOTA IMPORTANTE: La convergencia o no de una función o, en par¬ 
ticular, de una sucesión, así como el ser o no de Cauchy, depende del espacio 
métrico donde se trabaje. 

Una sucesión, digamos (a n ) £ Y °°, puede ser convergente en un espacio (X, di) 
y divergente en otro espacio (Y,d), Y C X). 

El lector puede probar el siguiente: 
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Lema 11. Sean (X,d) un espacio métrico; Y C X, Y ^ 0; (a n ) £ Y°°. Enton¬ 
ces, si notamos ( Y,d ) al subespacio (Y,d ^ 2 ): 

1. (a n ) es de Cauchy en ( Y,d ) <t=> (a n ) es de Cauchy en (X,d). 

2. (a n ) es convergente en ( Y,d ) => (a n ) es convergente en (X,d). 

3. (a n ) es convergente en ( Y,d ) (a n ) es convergente en (X,d). 

Si converge en ( Y,d ) /lacia l, en (X,d) también converge a l. 

NOTA: 

1. En la definición de sucesión de Cauchy (4.6) se puede poner 

n> m> N(é) => d(a n , a m ) < e 

en vez de 

n,m > N(e) => d(a n ,a m ) < e. 

Esto se debe a la simetría de d y a que 

d(a n , a n ) = 0 < e para todo n > 1. 

Esta trivial observación es útil cuando se debe usar la definición para 
demostrar que una sucesión dada es de Cauchy. 

2. Para probar 3 (<é), se debe hallar un contraejemplo, es decir un espacio 
( X , d) en Y C X y una sucesión (a„) £ Y°° que converja en (X, d) pero 
no en (Y, d). 

Conjuntos Acotados 

Recordemos que si A C R, se dice que A es acotado si A es acotado por 
arriba (3c2 £ R tal que Vx € A, x < C 2 ) y A es acotado por abajo (i.e. 3ci € R 
tal que \/x £ A, C\ < x). Por ello: 

1. A es acotado <=> 3ci, C 2 £ R tales que c\ < c^ y Va; £ A, c\ < x < c 2 . 

2. A es acotado <t=> 3ci, C 2 £ R tal que c\ < c-i y Va; £ A, x e]ci, C 2 [. 

3. A es acotado «3a€R,r>0Vied,a-r<a:<a + r. 

4. A es acotado 3a £ R, r > 0 tales que Mx £ A,x €]a — r, a + r[. 

5. A es acotado 3a £ R, r > 0 tales que Vx £ A, x £ B r (a). 

6. A es acotado »3aSR,r>0 tales que A c B r (a). 

7. A es acotado <t=> 31? > 0 tal que Vx £ A, — R < x < R. 

8. A es acotado <t=> 31? > 0 tal que Vx £ A, \x\ < R. 

9. A es acotado <^> 31? > 0 tal que Vx £ A, x £ B r ( 0). 

10. A es acotado <t=> 31? > 0 tal que A c B r ( 0). 
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Sugerimos al lector divertirse verificando estas equivalencias. 

Por ejemplo, si conocemos ci y C 2 tome a = Cl + C2 el punto medio del intervalo 
]ci,c 2 [ y r = C2 ~ Cl , la mitad de la longitud de ]ci, c 2 [. 

Si reemplazamos R. con un conjunto no vacío X, dotado de una métrica d , 
podemos usar (6) para generalizar el concepto de conjunto acotado: 

Definición 12. Sean (X,d) un espacio métrico, A C X. Entonces 

A es acotado 3r > 0 y a € X tal que A C B r (a). 

Si X es un espacio vectorial podemos usar (10): 

Definición 13. Sea {X,d) un espacio métrico donde X es un espacio vectorial. 
Sea A C X. Entonces: 

A es acotado <t=> 31? > 0 tal que A C B r ( 0). 


NOTA: 

1. En una sección anterior definimos lo que es un conjunto acotado de otro 
modo: 

Sea (X,d) un espacio métrico ylclun conjunto no vacío. Se llama 
diámetro de A al número: 

D(A) = sup{d(a;, y) \ x,y £ A} 

si existe. Si no existe se pone D(A) = + 00 . 

Se dice que A es acotado si A es vacío o si su diámetro es finito. 
Poniendo D(0) = 0, se puede escribir 
A es acotado <í=> D{A) < 00 . 

2. Las dos definiciones son equivalentes. El lector puede probar que 
D(A) <oo»3aSX,r>0 tales que A c B r (a). 


Funciones y sucesiones acotadas 

Sea 0^0. Se dice, para una función / : fl —> R: 

(a) f es acotada por arriba 3c 2 tal que Mx £ Í2, f(x) < c 2 

(b) f es acotada por abajo 3ci tal que \/x £ fí, f(x) > C\ 

(c) f es acotada 3ci, c 2 £ R tales que c\ < c 2 y Va; £ c\ < f(x) < c 2 . 
Análogos conceptos se tienen para sucesiones ( a n ) £ M°°. 

Es obvio que: f es acotada (acotada por arriba, acotada por abajo) ssi Im(f) lo 
es. 

( a n ) es acotada {a n \ n £ N} es acotada, etc. 

Esto nos permite generalizar estos conceptos para funciones cuyo conjunto 
de llegada, digamos 1/0, está dotado de una métrica d: 

Definición 14. Sea ( X , d) un espacio métrico: 

(a) Sea Q ^ 0. Una función f : Q —> X es acotada ssi Im{f ) es un conjunto 
acotado en (X,d). 
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(b) K) £ X°° es una sucesión acotada ssi {a n \ n> 1} es acotado en (X,d). 

NOTA: 

(a) / : Í2 —> X es acotada 

ssi existe a € X, r > 0 tales que 7m(/) C B r (a), ssi 3a € X, r > 0 tales 
que Va; £ 7)(/), f(x) € B r (a). 

(b) K) £ I es acotada ssi 3a € A, r > 0 tales que Vn > 1 a n £ B r (a). 

El lector puede probar el: 

Lema 15. Sean (X,d) un espacio métrico, ( x n ) € X°°. Entonces 

(a) ( x n ) es de Cauchy => ( x n ) es acotada. 

(b) ( x n ) es de Cauchy ( x n ) es acotada. 

NOTA: 

1. Para probar (b) halle un contraejemplo. 

2. Volviendo a los conceptos antes vistos tenemos que: 

( x n ) es convergente => ( x n ) es de Cauchy => (x n ) es acotada 
(x n ) es convergente (x n ) es de Cauchy (x n ) es acotada 

3. El espacio métrico (R, d), donde d es la distancia usual dada por d(x, y) = 
\x — y\, es especial en el sentido que ( x n ) es de Cauchy => ( x n ) es conver¬ 
gente. 

A los espacios que cumplen con esta propiedad se los llama completos. Su 
nombre se explica porque una sucesión (x n ) que sea de Cauchy, no converge si 
al conjunto X le falta un punto l que sería el límite de (x n ). Una sucesión 
de Cauchy es casi convergente, entonces tenemos la siguiente: 

Definición 16. Un espacio métrico (X,d) es completo ssi\/(x n ) £ X°°, 

(x n ) es de Cauchy => (x n ) es convergente. 


Subsucesiones 

Si (rife) £ N es una sucesión estrictamente creciente y si para X ^ 0, (x n ) £ 
X°° a la composición de x : N — > X\ n >->• x n con n : N —> N k >->• nk, que se 
nota ix nk ), se le llama subsucesión de (x„) y se escribe (abreviadamente, si 
se quiere) (x„ k ) C (x n ). 

Notemos que al ser (rife) estrictamente creciente, se tiene que 


Vk > 1 k < Hk- 


Ejemplos 

1. ( X 2 k ) = (x 2 , % 4 , Xq, ....) es una subsucesión de (x n ) = (xi,X 2 , ■■■) 

2. (a Ph ) = (a 1 ,a 2l a 3 ,a 5 ,a 7 ,au,a 13 ,...) es subsucesión de (a n ) = (oi,o 2 ,—) 
si (pk) = (1, 2,3, 5, 7,11,13,...), donde pk es el k-ésimo número primo. 
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Ej ercicios 

Sea (X, d) un espacio métrico. 

1. Sea ( x n ) G X°° convergente. Sea l = lím x n . Pruebe que toda subsuce- 

n—t oo 

sión de ( x n ) converge hacia 1. 

2. Sea ( x n ) G X°° una sucesión de Cauchy que posee una subsuceción ( x nk ) 
convergente. Sea l = lím x n .. Pruebe que l = lím x n . 

fc—>• oo n—too 

3. Sea ( x n ) € X°° . Pruebe que 

(x n ) es convergente ( x n ) es de Cauchy ( x n ) es acotada 
(x n ) es convergente ( x n ) es de Cauchy ( x n ) es acotada 

4. Suponga conocido que (IR, d) es completo. Pruebe que (R 2 , ¿ 2 ) es completo, 
y que I 00 = (R“,<¿oo) es completo. 

R“ = {( x n ) G R°° | ( x n ) es acotada } 

5. Sea (X,d x ), ( Y,d y ) dos espacio métricos completos. Si 

d({x, y), {u,v )) = máxíSd^^.u), 
pruebe que (X x y, d) es completo. 

6. Sea I / I dotado de dos métricas gU y ds- Se dice que dA y ds son 
equivalentes ssi 3r, s > 0 tales que 

\/x,y G X, rd A {x, y) < d B {x,y) < sd A (x,y). 

Escribiremos d A ~ d B - Pruebe que en el conjunto 

D = {d | d : X 2 —> R es una métrica}, 

la relación definida por ~ es una relación de equivalencia. 

7. Sea I / í dotado de dos métricas equivalentes d A y d B . Sean A C X, 
(x n ) G X°°, l G X. Entonces: 

(a) (x n ) es acotada en (X,d A ) (x n ) es acotada en (X,d B ) 

(b) (*„) es de Cauchy en (X,d A ) (x n ) es de Cauchy en (X,d B ) 

(c) (x n ) converge hacia l en (X,d A ) (x n ) converge hacia / en (X,d B ) 

(d) A es abierto en (X, d A ) <Í4> A es abierto en (X, d B ) 

(e) A es cerrado en (X, d A ) ■<=$ A es cerrado en (X, d B ) 

8. Pruebe cjue si X ^ 0 y d es la métrica discreta, ( X , d) es completo. 

9. Pruebe que si X = {ai, 02 ,a n }, n G N, y d : X 2 —> R es una métrica 
cualquiera, (X, d) es completo. 

10. Para x, y G R sea d(x, y) = | arctanx — arctany|. Pruebe que (R, d) es un 
espacio métrico incompleto. 

11. Pruebe que si a < 6, [a, b[, ]a, b] y ]a, b[ con la distancia usual d. dada por 
d(x, y) = \x — 2 /|, son incompletos y que ([a, b], d) es completo. 
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Capítulo 5 

Relación entre conjuntos 
cerrados y subespacios 
completos 


Empecemos dando una muy útil caracterización de los puntos de la clausura 
de un conjunto y de los conjuntos cerrados. 

Teorema 17 (de la Clausura y de los Conjuntos Cerrados)). Sea (X,d) un 
espacio métrico. Sean M C X un conjunto no vacío, y x £ X. Entonces: 

1. x £ M <í=> 3(x n ) € M°° tal que x n —> x. 

2. M es cerrado <t=> [V(a: n ) £ M°°, x n —► l => l £ M], 

Demostración. 1. (=>) Supongamos que x € M. Hay dos casos: 

(a) x £ M: Basta tomar x n = x, \/n > 1 

(b) x £ M a \ M: Como 

x £ M a , Ve > 0 3x(e) £ M n B e (x), x e ^ x. 

Para n £ N tomamos e = ^ y x n = x(^) £ M. 

Entonces 

Vn > 1, 0 < d(x n ,x ) < —, 
n 

de donde por el teorema del Sánduche, 

lím d(x n , x) = 0, 


y por lo tanto 

x n —» x, con ( x n ) G M°°. 

(<=) Supongamos que 3{x n ) £ M°° tal que x n —> x. P.D. x £ M. 
Consideramos los dos casos posibles: 

(a) x £ M => x £ M U M a = M => x £ M. 
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(b) a- i M. Como 

3(x n ) C M°° tal que x n — > x 

entonces 

Ve > 0 3 N tal que n > N(e) => d(x n ,x) < e o- x n £ B e {x). 

Probemos que x £ M a : 

Sea r > 0. Debemos hallar 

y(r) £ M n B r (x), y(r) ^ x. 


Basta tomar 

y(r) := x n con n > N(r) 

(como (x n ) £ M°°, y(n) £ M, y como x M, x n ^ x). 

2. (=>) Supongamos que M es cerrado. 

Sea (x n ) £ M°°. Supongamos que x n —» l. P.D. I £ M. 

Por (1) (4=) tenemos que l £ M. 

Como M es cerrado, sabemos que M = M, entonces l £ M. 
(*t=) Supongamos que 

[V(x n ) £ M°°, x n —^ l l £ M\. 


P.D. M c M. 

Sea x £ M. P.D. x £ M. 
Por (1) (=►): 


x £ M => 3(x n ) £ M°° tal que x n —> x. 


Por la hipótesis, x £ M. 


□ 


Dado un espacio métrico ( X , d ) y un subconjunto no vacío Y de X , queremos 
establecer una correlación entre dos propiedades: El subespacio ( Y,d ) es mi 
espacio métrico completo y M es un conjunto cerrado en el espacio métrico 
(X, d). Veamos un ejemplo ( X , d) = (R, d), con la distancia usual y para a <b, 
(Y,d) = ([a,b[,d). 

El espacio (Y, d) es incompleto. En efecto, si ponemos x n = b — para 
n £ N, tenemos que (x n ) £ Y°° es de Cauchy pero no converge en (Y,d). 

En efecto: Obviamente lím x n = b en (R, d). 

n—> oo 

Entonces (x n ) es de Cauchy en (R, d), por lo cual (x n ) es de Cauchy en 
(y, d) pero no converge en (Y, d). (Si lo hiciera, entonces existitía l £ Y tal que 
lím x n = l en (Y,d), por lo cual lím x n = l en (X,d). Pero entonces, por la 

n—>• oo n—>• oo 

unicidad del límite, b = l. Pero entonces b £ Y = [a, b[; lo que es un absurdo). 

El resultado cambia con Y = [a, b]. En este caso (Y,d) es completo. La 
causa es que [a, b] es cerrado en (R, d), que es un espacio completo. Esto es una 
aplicación del siguiente teorema: 

Teorema 18 (del Subespacio Completo). Sea {X,d) un espacio métrico. Sea 
Y C X un subconjunto no vacio de X. Entonces: 
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1. El subespacio (Y,d) es un espacio métrico completo => Y es un conjunto 
cerrado en (X , d). 

2. Si (X,d) es completo, se tiene que en 1. la recíproca , es decir que: (X, d) 
es completo eY es cerrado en (X, d) => ( Y , d) es completo. 

Nota: 1. no requiere que (X,d) sea completo, pero de serlo podemos escribir: 
(Y, d) es completo <t=> Y es cerrado en (X, d). 

Demostración. 1. Supongamos que (Y,d) es completo. P.D. Y es cerrado en 
(X,d). 

Por 2. del teorema de los conjuntos cerrados, basta probar que si (y n ) G 
Y°°, y n > l, =$■ l £ Y. 

Supongamos entonces que y n —> l. P.D. I G Y. 

Pero y n l 

=> (y n ) es convergente en (X, d) 

=> (y n ) es de Cauchy en (X, d) 

=> (y„) es de Cauchy en (Y, d), porque (y n ) € Y°° 

Como (Y,d) es completo, entonces (y n ) converge en (Y, d) 

=> 3 y £Y tal que y n —► y en (Y, d ) 

=> y n -t y en (X, d) 

=> y = l (Por la unicidad del límite) 

=> í G Y (Puesto que y £ Y). 

2. Supongamos que (X,d) es completo y que Y es cerrado en (X,d) 
Probemos que (Y, d) es completo. 

Sea (ij n ) G Y°° una sucesión de Cauchy en (Y, d) 

Debemos hallar y £ Y tal que y n y e n (Y, d). 

Pero (y n ) es de Cauchy en (Y, d) => (y n ) es de Cauchy en (X, d) 

Como (X,d) es completo 3 y £ X tal que y n —> y en (X,d). 

Basta ver que y £ Y: 

Como (y n ) G Y°° y como Y es cerrado, por 2 del teorema de los conjuntos 
cerrados, tenemos que y £ Y. 

□ 

En Cálculo Diferencial, vimos que si / : R —y R es una función continua y si 
(x n ) G K°° es una sucesión convergente, entonces: 

lím f(x n ) = / ( lím (x n )) . 

n—> oo \n—to o / 

Es decir que podemos cambiar de orden el límite y la función. Veamos cómo se 
puede generalizar este resultado: 

Teorema 19 (de la función continua). Sean (X, d x ), (Y, d y ) dos espacios métri¬ 
cos. Sea f : X —»• Y una función y sea a G D(f) (~l D{f) a . Entonces 

f es continua en a <í=> V(x n ) G D(f), 

[x n -> a en (X, d x )\ => [f(x n ) ->• f(a) en (Y, d y )\ 
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Nota: Recordemos que: 


(i) 


(ü) 


(iii) 


f es continua en a Veo > 0 3<5 > 0 tal que 

d x (x,a) < 5(e 0 ) => d y (f(x),f(a)) < e 0 


x n —> a en ( X , d x ) <=> lím d x (x n , a) = 0 

n—too 

Vei > 0 3Ni tal que 
n > Ni(ei) =» d x (x n , a) < ei 


f{x n ) -> f{a) en (Y, d y ) 


<=> lím d y (f(x n ),f(a)) = 0 

n—¥ oo 

<t=> Ve 2 > 0 3N 2 tal que 

n > N 2 (e 2 ) =4- d y (f(x n ),f(a)) < e 2 . 


Demostración. (=>) Supongamos que f es continua en a. 

Sea (x n ) £ D(f). Supongamos también que x n —> a en (X, d x ). 
RD. f(x n ) -> /(a) en (Y,d y ). 

Sea e > 0. Debemos hallar 

N tal que n > N => d y (f(x n ), /(a)) < e (por (iii) de la nota). 

Pero 


dy{f{x n ),f{a))<e <= d x (x n ,a) < S(e) por la nota (i) 

<= n> Ni(ó(e)) por la nota (ii). 

Basta entonces tomar N := Ni(S(e)) 

(<^=) Supongamos que 

V(x n ) £ D(f), x n a en {X,d x ) => f(x n ) f(a) en ( Y,d y ). 

P.D. f es continua en a. 

Por el absurdo: Supongamos que / no es continua en a. 

Entonces (por la negación de (i) de la nota), 

3e 0 > 0 tal que Vi > 0 3x(i) £ D(f) tal que d x (x(5), a) < S 

y tal que 

d y (f(x(S)),f(a)) > e 0 . 

Para n £ N, tomemos 

x n = x (- ] £ D{f) tal que d x (x n ,a) < - y d y (f(x n ),f(a)) > e 0 . 

\n) n 

Pero entonces x n —> a y f(x n ) f(a). 

Esto contradice la hipótesis de que 

x n ->• a => f(x n ) -> f(a). 

Por consiguiente / es continua en a. 

□ 
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Ej ercicios 

1. Sea a < b. Pruebe que ] — oo, 6 ], [a, b] y [a,+oo[ son completos, mientras 
que ] — oo, b[, [a, b[, ]a, 6 [, ]a, 6 ] y ]a, oo[ son incompletos, con la distancia 
usual en todos los casos. 

2. Pruebe que (R”,^) es completo Vn > 2. Se conoce ya que (R, d) es 
completo (d es la distancia usual). 

3. Sea M = {(x n ) G R | 3n G N tal que Xk = O Vfc > n}. 

Obviamente M c = {(x n ) G R°° | (x n )es acotada}. 

Recuerde que l°° = (R~, d^) es completo, y que doo((a;„), (y n )) = sup^ \x k - 
Vk\- 

Pruebe que ( M, d 100 ) es incompleto: 

(a) hallando en M una sucesión de Cauchy que no converge en (M, doo); 

(b) aplicando el Teorema del subespacio completo. 

4. Pruebe que (Z,d) es completo (d es la distancia usual). 

5. Para m,n G N sea d(m,n) = \Y — ¿|. Pruebe que (N, d) es un espacio 
métrico y que es incompleto. 

6 . Pruebe que para una sucesión (/„) € (c[a, b])°° se tiene: 

(/„) converge en C[a,b] 44 (/„) converge uniformemente. 

7. Sean a < b, Y = {/ G c[a,b ] | f(a) = f(b)}. Pruebe que el subespacio 
(Y, doo) de C[a,b} es completo. 

8 . Use el ejercicio anterior para demostrar el clásico teorema del cálculo: Si 
( f n ) G (c[a, b])°° converge uniformemente hacia f : [a, b] —> R, entonces 
f G c[a,b\. 

9. Pruebe que (c[a, 6 ],di) es incompleto, si d\{f,g) = J^ \f(x) — g{x)\dx. 

10. En M del ejercicio 3, para {x n ), (■ y m ) G M°° pongamos 

di((x n ), (y m )) = ^ \xk - yk I- 

k> i 

Pruebe que ( M°°,di ) es un espacio métrico y que es incompleto. Ver que 
(( a 'fc”^)) ra >i es Cauchy pero no converge, si para todo n > 1: 

( X k )k>l = ^1) ^2 > 32 ’ ■"> > 

es decir 

(n) I k~ 2 si 1 < k < n 

x k = < n • , . 

O si k > n 
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Capítulo 6 

Isomorfismos 


6.1. Espacios isomorfos 

Etimológicamente isomorfismo viene del griego (iso: igual; morphos: forma). 
Si varios entes matemáticos tienen una estructura similar de la que derivan 
ciertas propiedades, sin importar la naturaleza concreta de los componentes de 
dichos entes, nos podemos limitar al estudio abstracto de la estructura común 
de ellos. 

Por ejemplo: si estudiamos un conjunto de tres elementos, puede no impor¬ 
tarnos la naturaleza de los elementos del conjunto: da lo mismo si es {a, /3, 7 } o 
{l,7r,V2} o {luna, sol, estrella}, etc. lo que importa en cada caso es que es un 
conjunto de tres elementos. De hecho aquello que tienen de común estos con¬ 
juntos es lo que cada ser humano entiende por número tres. Dichos conjuntos 
son isomorfos. 

Definición 20. Dos conjuntos no vacíos X e Y son isomorfos (en tanto que 
conjuntos) si existe una función biyectiva p : X —»• Y, llamada en este caso 
isomorfismo (de conjuntos). 

NOTA: 

1. p es biyectiva <t=> D{tp) = X, Im{p) = Y y p es inyectiva. 

2. X e Y son isomorfos <t=> \X\ = |Y| (|A| = potencia de A). 

Definición 21. Sean (Ai, + 1 ,-i), (A 2 ,+ 2 ,- 2 ) dos espacios vectoriales ambos 
sobre K. £ {M, C}. Ellos son isomorfos (en tanto que espacios vectoriales) si 
3p : X\ —\ X 2 biyectiva y tal que: 

(A) Vu, v £ Ai, 1 p(u +1 v) = <p(u) +2 p(v) 

(H) Va £ K ; \/y £ Ai ¡p(a fa) = a -2 <p{u) 

A ip se le llama isomorfismo de los espacios vectoriales dados. 

NOTA: 

1. (A) es la propiedad de aditividad y (H) la de homogeneidad de ip, que 
juntos constituyen la propiedad de linealidad (L) de <p. 
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2. La estructura de cada espacio vectorial incluye un conjunto no vacío (Xi 
y X 2 , respectivamente). Al ser tp biyectiva, tp también es un isomorfismo 
entre X\ y X 2 , en tanto que conjuntos. 

3. En resumen, un isomorfismo entre espacios vectoriales es una biyección 
lineal entre ellos. 

Definición 22. Sean (Ai, di), (X 2 ,d 2 ) dos espacios métricos. Ellos son iso- 
morfos (en tanto que espacios métricos) si 3tp : X\ —> A 2 biyectiva y tal que: 

(I)\/u,v G Xi,di(u,v) = d 2 (tp(u),tp(v)) 

si tp cumple (I) se dice que es una isometría. A tp se le llama isomorfismo 
de dichos espacios métricos. 

NOTA: 

1 . tp, al ser biyectiva, es también un isomorfismo entre X\ y X 2 en tanto que 
conjuntos. 

2. Un isomorfismo es, en este caso, una isometría biyectiva. 

De los tres ejemplos de isonrorfismos vemos que tp conserva la estructura: de 
conjuntos en el primer caso, de espacios vectoriales en el segundo, y de espacios 
métricos en el tercero. 

En el caso de dos espacios métricos isomorfos, por ejemplo, todo lo que “ le 
pase” al primero, en tanto que espacio métrico, será replicado exactamente en 
el segundo. En particular las propiedades topológicas. 


Ejemplos 

\u — v\ 

1. Sea X 1 = [0,1], di (a;, y) = \x- y |; X 2 = [a, b], d 2 (u,v) = . 

Ver que si ponemos tp(x) = a + (b — a)x entonces tp : X\ —> X 2 es un 
isomorfismo. 

En efecto, tp es obviamente biyectiva y 
Va:, y G X u 

d 2 (tp(x),tp(y)) = ^-\[a + (b-a)x]-[a+{b-a)y\\ 

= \x - y | 

= di(x, y). 

Note el lector que si ponemos tp(x) = b — (b — a)x, entonces tp también es 
un isomorfismo. 

Note también que, en este caso, tp : [0,1[—»]a, b\ es un isomorfismo entre 
([ 0 , 1 [, di) y (]o, b], d 2 ). 

2. Sea P 2 = {p : R —> M | p es un polimonio de grado < 2} y 

d(pi,P 2 ) = \o-i - a 2 1 + | 6 i - 621 + |ci - c 2 |, si p k (x) = a k x 2 + b k x + c k , 
k G {1,2}. 

Si ponemos 


tp : P 2 K 3 , p tp[p) 



con p(x) = ax 2 + bx + c, 
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entonces <p es un isomorfismo ele los espacios métricos (P 2 ,d) y (M. 3 ,e¿i), 
donde 

3 

di(u,v) = ^ | Uk- Vk\, 
k=1 



Como P 2 y R 3 son espacios vectoriales con las operaciones usuales de suma y 
de multiplicación por un escalar, sugerimos al lector verificar si tp también es 
un isomorfismo entre estos espacios vectoriales. 

¿Qué sucede si en P 2 reemplazamos d por: 

d(x,y) = |oi - a 2 1 + 2 | 6 i - b 2 \ + ^|ci - c 2 |?. 

Halle un isomorfismo, en este caso. 

6.2. Como completar un espacio métrico incom¬ 
pleto 

Recordemos que si en un espacio métrico (X, d), un conjunto M no es cerrado, 
lo podemos cerrar. 

Su clausura es: 

M = M U M a = M U (M a \ M ) = M U (dM \ M). 

Para cerrar M le añadíamos los puntos que le faltan para ser cerrado, que son 
los del conjunto: 

M\M = M a \ M = dM \ M. 

Esos puntos se toman de X, el universo donde estamos trabajando. 

Análogamente, si un espacio métrico (X, d) es incompleto, quiere decir que 
existe al menos una sucesión de Cauchy (que es una excelente candidata a ser 
convergente), que no converge. ¿Por qué?. 

Porque en el conjunto X no existe un elemento que sería el límite de dicha su¬ 
cesión. Por eso decimos que el espacio es incompleto. 

Si deseamos completarlo, deberíamos añadirle los elementos que serían los lími¬ 
tes de las sucesiones de Cauchy que no convergen. Pero de dónde tomarlos, si 
X ya es el universo entero donde trabajamos. 

El teorema del subespacio completo nos da la respuesta en el caso en que 
el espacio incompleto sea (Y,d) un subespacio de un espacio completo (X,d). 
Basta cerrar el conjunto Y en (X,d) y ( Y,d) será el completado buscado. 

Pero si el espacio incompleto no está inmerso en un espacio completo más 
grande, esta vía no es posible. ¿Cómo proceder en este caso? ¿Es posible hallar 
una solución al problema de completar un espacio incompleto, digamos (X, d)l 
La respuesta, sorprendentemente, es afirmativa: se lo logra construyendo un 
espacio paralelo (Ai, d\) que sea completo y que contenga un subespacio siempre 
denso (Y, d±) que sea isomorfo a (X,d). 

Como Y = Ai en (A lt di), de alguna manera se replica la idea enunciada antes 
para un subespacio incompleto de un espacio completo. 
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De hecho tenemos el: 

Teorema 23 (del Completamiento de un espacio métrico). Sea (X,d) un espa¬ 
cio métrico incompleto. Entonces existe (Xi,di), un espacio métrico completo el 
cual contiene un subconjunto no vacío Y denso en (Xi, di) (es decir que si Y es 
la clausura de Y en {Xi, di), entonces Xi = Y), de modo que (X,d) es isomorfo 
a (Y, di). Al espacio (Xi,di) se le llama completamiento o completado de 
(X, d) y es único, salvo isomorfismos. 

Es decir que si existe otro espacio, digamos (X 2 ,d 2 ), que sea completo y posea 
un subconjunto W denso en (X 2 ,d 2 ) V tal Que (X,d) sea isomorfo a (W, d 2 ), 
entonces los espacios (Xi,di) y (X 2 ,d 2 ) son isomorfos. 

Demostración. Existencia: SeaX c = {(x n ) £ X°° \ (x n ) es de Cauchy en(X, d)}. 
Para (x n ), (y n ) £ X c pongamos: 

d e f 

(x n ) ~ ( Vn ) & lím d(x k ,y k ) = 0. 

k—to o 

Entonces ~ es una relación de equivalencia (¡Pruébelo!). Sea 
X! = X c /~ 

= {(£„) | ( x n ) es la clase de equivalencia 

con representante ( x n ) € X c }. 

Para (x n ), (y n ) £ Xi sea 

di((x n ), (y n )) = lím d(x n , y n ). 

n—>o o 

El par (Xl,<¿i) es un espacio métrico completo (Pruébelo). 

Sea ip : X —> X í% x i —> ( x n ), donde (x n ) = (x, x, x,...). 

La función ip : X —> Xi es inyectiva y D(tp) = X. 

Si ponemos Y = Imfp), entonces ip : X —> Y es biyectiva e isométrica. 
Por otro lado Y = Xi. La función tp es el isomorfismo buscado. (Pruebe 
estas propiedades de tp y de Y). 

Unicidad: Supongamos que (Xi,di) con Y C X i y (X 2 ,d 2 ) con W C X 2 , son 
dos completados de ( X, d) Debemos probar que 3 <f> : Xi —► X 2 que sea 
un isomorfismo entre (^! , ) y (X 2 ,d 2 ). 




<vu 


<x,d) 


Sean p : X —» Y y ip : X —> W isomorfismos y supongamos que 
X\ = Y, la clausura de Y en (Xi,di), 

X 2 = W, la clausura de W en (X 2 ,d 2 ). 

Sea <f>o ■ Y ► W, <fio = i¡> o p~ x . 

Obviamente </>o es un isomorfismo entre (Y, di) y (W,d 2 ). 

Sea u G Xi == 4 . 

Entonces 

3(u n ) G Y°° tal que di(u n ,u) —> 0. 

Sea = <po(u n ), n G N. 

Como ( u n ) converge, entonces ( u n ) es de Cauchy en (Xi,c?i), y como <f )o 
es una isometría, ( v n ) es de Cauchy en (X 2 ,d 2 ). 

Pero este espacio es completo, entonces: 

G X 2 tal cjue d 2 (v n , v) —> 0. 


Sea 4>{u) = v. 

Pruebe el lector que (f> está bien definida (no depende de la sucesión ( u n ) 
tomada para cada u G Xi) y que </>: X\ —> X 2 es un isomorfismo. 

Esto concluye el esquema de demostración del teorema. 

□ 


Ej ercicios 

1. Sea (Q, d), con la distancia usual d. Pruebe que es incompleto y que (R, d) 
es un completado de (Q, d). 

2. Sea a < b. Halle dos completados distintos para (]a,b],d), donde el es la 
distancia usual. (Por ejemplo tome X 1 = [0,1], X 2 = [1,3] y halle di y d 2 
convenientes). 

3. Pruebe cpre si (Xi,d\) y (X 2 ,d 2 ) son isomorfos, entonces 
(Xi,di) es completo (X 2 ,d 2 ) es completo. 

Definición 24. Sean (X,d x ), ( Y,d y ) dos espacios métricos. Una función 
ip : X —> Y es un homeomorfismo si <p es biyectiva y bicontinua, es 
decir que tanto p como p^ 1 son continuas. 

4. Pruebe cpie: 

(a) (X,d x ) e (Y,d y ) son isomorfos =í> (X,d x ) e (Y,d y ) son homeomorfos. 

(b) Dé un ejemplo de 2 espacios homeomorfos, el uno completo y el otro 
no. (lo que implica que en (a) la recíproca no siempre tiene lugar, 
dado el resultado del ejercicio 3). 

5. Pruebe que C[0,1] y C[a,b ] son isomorfos. 

6 . Sea (X, d) un espacio métrico. Sea d = d/(l + d). Pruebe que 

( X , d) es completo <=> (X, d ) es completo. 

7. Pruebe los puntos no demostrados en el esquema de demostración del 
teorema del completamiento de un espacio métrico que hemos presentado: 
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a) di está bien definida y es una métrica; 

b) ip es inyectiva; y, 

c) (f) está bien definida, es decir que v no depende de la sucesión (a n ) 
utilizada. 


38 



Capítulo 7 

El teorema del Punto Fijo 
de Banach. Aplicaciones a 
las EDO’s. 


Definición 25. Sean X ^ 0, T : X —► X. Se dice que x £ X es un punto fijo 
de T si y sólo si Tx = x. 

Ejemplos 

0) La identidad: Todo punto es fijo. 

1 ) T : R —> R, x i->- Tx = x 3 tiene tres puntos fijos (—1, 0,1). 

2) T : R 2 — > R 2 , (a:, y) >->• (x + 1, y + 2) no tiene puntos fijos. 

3) T : R 2 —> R 2 , (x,y) >->• (xcosd + ysin0,xsind + ycosd); si 9 = 2kn todo 

punto es fijo, si no, sólo (0,0) 

Definición 26. Sean {X,d) un espacio métrico, T : X —► X. Se dice que T es 
una contracción si y sólo si 3a €]0, 1[ tal que\/x,y £ X , d(Tx,Ty) < ad(x,y). 

Teorema 27 (Del punto fijo de Banach). Sea (X,d) un espacio métrico completo 
y T : X —> X una contracción. 

1. 3!.t £ X, punto fijo de T. 

2. \/xq £ X, si ponemos x n+ i = Tx n , Vn > 0 (llamadas iteraciones de 
Picard), entonces: 

x n —> x 

Demostración. Existencia: Sea Xq . Probemos cjue (x n ) es de Cauchy: 

■ Si x\ = Txq = Xq es obvio. 
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■ Supongamos que Xq ^ X\. 

Notemos que Vm > 1, 

^(*£m+l ? %m) : d{Tx rn) Tx rn — i) 

^ (X-di^Xrm X m — i) 

^ O di^Xui— 1, Xm—2 ) 

< a m cí(a;i,a; 0 ). 

Sea e > 0. 

Sean n > m > 1: 


d(x n ,x m ) < d(x n ,x n -i) + d(x n -i,x n - 2 ) + ... + d(x TO+ i,x m ) 

< (a " _1 + a™ -2 + ... + a m )d(xi,x 0 ) (*) 

1 - a n ~ m 

= a m —^ - d(x 0 , Xl ) 

1 — a 

a m 

< - d(xo,x±) puesto que 0 < a < 1 

1 — a 

< e para n > m > N adecuado. 

Hemos probado entonces que ( x n ) es de Cauchy. 

Como ( X,d) es completo, entonces ( x n ) converge, digamos hacia x. Pro¬ 
bemos que Tx = x. 

Como para todo n > 2 se tiene que: 

0 < d(x, Tx) < d(x, x n ) + d(x n , Tx) 

< d(x, x n ) + d(Tx n _i,Tx) 

< d(x, x n ) + ad(x n -i,x) 

y como cada uno de los términos tiende a cero cuando n —> oo, se tiene que 
d{x,Tx) = 0, es decir, x = Tx. Unicidad Supongamos que para x G X 
se tiene que Tx = x PD. x — x. 


0 < d(x,x) = d(Tx,Tx) < ad(x,x) 
(1 — a)d(x, x) <0 
de donde: 0 < a < 1 , 0 < (1 — a)d(x, x) <0 

por lo tanto d(x, x) = 0 . 


□ 


Nota 28 (Estimación del error de las iteraciones). Se tiene: 

(1.) d(x n ,x) < jz^d(xo,xi) (estimación a priori) 

(2.) d(x n ,x) < j^d(x n -i,x n ) (estimación a posteriori) 

1. Sale de *, tomando lím^^oo y cambiando luego m por n. 

2. De (1) con n = 1 se tiene para (y n ), con yo £ X con Ty n+ \ = Ty n . 

d(yi,x) < —^d{y 0 ,yi). 

1 — a 

Ponemos ahora yo = x n _-¡ y se obtiene que y\ = Ty 0 = Tx n _i = x n , de 
donde sale ( 2 ). 
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Nota 29. A veces T es una una contracción solo en un subconjunto O de X. Si 
(X, d) es completo y D es cerrado, se aplica el teorema del punto fijo, en (Í2, d) 

Teorema 30 (Contracción en una bola). Sea (X,d) un espacio métrico com¬ 
pleto, T : X —> X una contracción en una Bola B r (xf). (i.e 3a,t.q Va :,y £ 
B r (x 0 ), d(T(x), T{y)) < ad(x, y)) 

Si además d(xo,Txo) < (1 — a)r. Entonces (x n ) converge a x £ B r (x o), 
donde: 

x = lím x n 

n—foo 

con ( x n ) obtenida con las iteraciones de Picará. 

Demostración. ■ Ver que ( x n ) C B r ( Xq). 


■ Sea n > 1, dado que 

d{x n ,x o) < — i —d(x 1 ,x 0 ) < r 
1 — a 

entonces x n £ B r {x o) 

■ Entonces x = límn^oo x n £ B r (X q), porque B r { xq) es cerrado. 

■ Se aplica entonces el teorema en (B r (x o), d). 

□ 

Lema 31. Toda contracción es continua. 


7.1. Aplicación a las EDO’s 

Consideremos el problema de valores iniciales: Dados hallar x tal 

que: 

í x' = f(t,x) (1.a) ( , 

\x(to) = x 0 (1.6) [ ’ 

V = f) 

Teorema 32 (Existencia y Unicidad de Picard). Sea f una función continua 
en un rectángulo 

R = {(i, x) £ IR 2 | |í — to\ < a, \x — xo| < b} 

Sea c > 0 una cota de f: 

V(x,y) £ R,\f(t,x)\ <c (7.2) 

Suponemos que f satisface la condición de Lipschitz respecto a la segunda va¬ 
riable: 

i.e. 3 k (constante de lipschitz) tal que V (t,x), (t,v) £ R: 

\f(t,x) - f(t,v)\ < k\x - v\ (7.3) 

Entonces el problema (??) tiene una única solución en J = [ío~/3, to + /3], donde 

fd < mín ja, (7.4) 
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Demostración. ■ Trabajemos con C(J) = (c(J),d 00 ) que es completo. 

■ Sea 

C = {x G c(J) | |a:(f) — xo\ < c/3,\/t G J}. (7.5) 

■ El que C es cerrado en C(J) implica que (C,d oo) sea completo. 

■ Ver que (??) Tx = x, con T : C —> C , x >->• Tx, donde: 

(Tx)(t) = x 0 + f f(T,x(r))dT (7.6) 

Jt 0 

■ Ver que 

(i) V{T) = C: En efecto, Si x € C, como por (??) c/3 < b, 

Jy (t,x(t)) G R. 

Por tanto la integral existe porque f es continua en R. 

(ii) Im(T) C C : Sea iéC, vamos a probar que Tx € C: 

\( Tx ){t)-x o| = í f(T,x(r))dT 

Jt 0 

< [ \f(r,x(T))\dT 
Jt 0 

< c\t — ío| puesto que |/(r,x(r))| < c 

< c/3 puesto cpie t € J = [¿o — /3, to + /3] 

(iii) Probemos que T es una contracción: 

\{Tx)(t) - {Tv)(t)\= í [f(T,x{r))-f(T,v(T))]dr 
Jt 0 

< \t — ¿o| máx/c|a;(r) — u(r)| por (??) 

reJ 

< k/ódaa^x, v) pues \t — to\ < ¡3, y k no depende de t 

Tomando el máx y se obtiene que 
teJ 

doo(Tx,Tv) < ad oc (x,v) con a = k/3 

De (??) se tiene que si a = k/3 < 1 entonces T es una contracción en C. 

Por el teorema del punto fijo de Banach, se tiene entonces que 3\x € C tal 
que Tx = x. 

Esto implica que Vi € J 

x(t)=x 0 + f f{ t, x(r))dT. (7.7) 

Jt 0 

Como (r, x(t)) G R y / es continua, entonces (??) puede ser derivado, así, 
x es derivable y cumple (??). 

Inversamente: Toda solución de (??) cumple (??), como queríamos. 
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Corolario 33. Para todo Xq £ C, la solución puede obtenerse por itera¬ 
ciones de Picard; para n > 0: 


x n+ i(t) = x 0 + / f (t, x(r))dT. 
Jt 0 


□ 


Ej ercicios 

1. Sea X = [l,+oo[, T : X —► X, x >->• Tx = § + K Pruebe que T es una 
contracción y halle el menor número a dado por el Teorema del Punto 
Fijo (TPF). 

2. Pruebe con un ejemplo, que en el TPF la hipótesis a X es completo” es 
escencial y no se puede omitir. 

3. Pruebe que en el TPF, la hipótesis “T es una contracción”no puede sus¬ 
tituirse con lí d(Tx,Ty) < d(x,y ) Va; yé y”. Para ello considere el caso 
X = [l,+oo[, con la distancia usual, y T : X —► X, x >->• Tx = x + y. 
Pruebe que \/x yé y se tiene \Tx — Ty\ < \x — y\, pero T no tiene puntos 
fijos. 

4. Sea (X,d) un EM, T : X —» Y tal ciue Va; y , d(Tx,Ty ) < T(x, y) y T 

tiene un punto fijo x. Pruebe que es único. 

5. Pruebe que si T es una contracción, también lo es T n para todo n > 1. 

6. Pruebe que si T es una contracción definida en un espacio métrico, enton¬ 
ces T es continua. 

7. En R una condición suficiente para que converja (x n ), dada por la ite¬ 
ración, x n = g(x n -i) Vn > 1, es que g sea continuamente derivable y 
que 

3a < 1 t. q Va;, |</(a;)| < a. 

Demuéstrelo usando el teorema del punto fijo. 

8. Para hallar soluciones aproximadas en una ecuación f(x) = 0, se la puede 
transformar en una ecuación de la forma x = g(x), escoger el valor inicial 
Xo y calcular x n = g( x„_i), n £ N. 

Supongamos que g es continuamente derivable en cierto intervalo J = 
[xo — r,xo + r], y satisface en J las desigualdades 

\g\x)\<a<l y \g(x 0 ) - x 0 \ < (1 - a)r. 

Pruebe entonces que x = g{x) tiene una única solución x en J, que la 
sucesión (x n ) obtenida con la iteración x n = g(x n - 1 ) converge hacia x y 
se tienen las siguientes estimaciones para el error. 

\x — x n \ < a n r ; \x - x n \ < ——|x„ - x n _i|. 
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9. Establezca un proceso iterativo, basándose en el TPF, para resolver la 
ecuación f(x) = 0, si / es continuamente derivable en J = [a, b], f(a ) < 0, 
f(b) > 0, y 0 < ki < f'(x) < Jv 2 , Va; € J. Use g(x) = x — Xf{x), con un 
A adecuado. 

10. Establezca un proceso iterativo para resolver la ecuación 

f(x) = a; 3 + x — 1 = 0 

de la siguiente manera: 

o) Tome Vn € N, x n = g(x n -\) = (1 + a; 2 ^) -1 * 

Con xq = 1 calcule 3 pasos. ¿Es g'(x) < 1? (ver ejercicio 8). 

Observe que la iteración puede ser ilustrada por el siguiente gráfico: 



b) Estime el error usando el corolario del TPF. 

c) Podemos escribir /( x) = 0 en la forma x = 1 — x 3 ¿Se puede tomar 
g{x) = 1 — a : 3 para usarla en la iteración? Ensaye con Xq = 1, xq = 0,5 
y Xq = 2 y vea qué sucede. 

11. Muestre que en el teorema precedente se puede tomar g(x) = ad/ 2 (l + 
x 2 ) 1 / 2 . Escoja lo = 1 y calcule aq ; X 2 y x 3 . ¿Por qué en este caso ( x n ) 
converge tan rápidamente? (Se conoce que x = 0, 682328, con 6 decimales 
exactos) f(x) = 0. 

12. (Método de Newton) Sea / : R —> K. dos veces continuamente derivable 
en [a, b] y sea x una raiz simple de / en }a,b[. Pruebe que el método de 
Newton dado por 


x n +i = g(x n ), 


con g{x) = x — 


f(x) 

f(xY 


cjue es una contracción con cierta vecindad de x, (por lo que la iteración 
converge hacia x, para Xq suficientemente cercano a x). 
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13. (Condición de Lipschitz) Una aplicación T : [a, b} —► [a, b] satisface la 
condición de Lipschitz, con una constante de Lipschitz k, en [a,b] si 3 k tal 
que 

Va;, y € [a, b], \Tx - Ty\ < k\x - y\. 

a ) ¿Es T una contracción? 

b) Si T es continuamente derivable, pruebe que entonces satisface la 
condición de Lipschitz. 

c) ¿Se tiene en (b) la recíproca? 
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Capítulo 8 

Aplicación del teorema del 
punto fijo a las Ecuaciones 
Integrales 


Teorema 34 (De la ecuación integral de Fredholm). Si k y v son continuas en 
J x J y en J = [a, b], respectivamente; si |/¿| < C ^ b 1 _ a ' ¡ ; con c > 0 tal que: 

\k(t,r)\<c V(t, r) € G = J x J, 

entonces la ecuación integral de Fredholm: 

x(t) — /jl í k(t,T)x(r)dT = v(t). ( 8 - 1 ) 

J a 

tiene una única solución x en J. 

Esta solución es el limite de la sucesión (xq, x\, X 2 , ■■■), donde xq es una 
función continua en J arbitraria y para n > 0, 

x n+ i = v(t) + p k(t, t) x n (r)dr (8.2) 

J a 


Demostración. Se aplica el teorema del punto fijo en C[a, 6] = ( c[a , 6], doo), con 
doo(f,g) = nráx| f(t) — g(t)\. Se conoce que C[a,b] es completo. De las hipótesis 

se tiene que v € C[a, b\, y que (??) puede escribirse x = Tx, con 

(Tx)(t) = v(t) + p í k{t,T)x{r)dT (8-3) 

J a 

como v y k son continuas, con (??) se define el operador T : C[a, b] C[a,b]. 
Probemos que T es una contracción: 
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Sean x, y £ C[a , &]; 


doo(Tx,Ty) = máx\(Tx)(t) - (Ty)(t)\ 


= \u\ max 
teJ 


fc(í,r)[a;(r) - j/(r)]dr 

< |/í| máx / |fc(í,r)|x(r) - j/(r)|dr 

ÍGJ Ja 

< \lA c doo(x,y) / dr 

a 


< |aí|c (6- a)doo(x, y). 

Es decir que doo(Tx,Ty) < a doo(x, y), con 

a = \y\c{b — a) < 1 

ya que se supuso que /i < c ^- a ) ■ El teorema resulta entonces de aplicar el 
TPF de Banach. □ 

Definición 35. Se llama ecuación integral de Volterra, la ecuación 

x(t) — y í k(t,T)x(r)dT = v(t). (8.4) 

J a 


(La diferencia con la de Fredholm es el límite superior de integración.) 

Teorema 36 (De la ecuación integral de Volterra). Supongamos que v es con¬ 
tinua en J = [a, b], que k es continuo en el triángulo R. 

R = {(t, t) e R 2 | a < t < t , a <t <b}. 

Entonces para todo y £ R, existe un único x £ C(J) solución de (??). 



La demostración se basa en lo siguiente: 

Lema 37 (del Punto Fijo). Sea (V, d) un espacio métrico completo, T : X —> X 
una aplicación tal que 3m £ N tal que T m es una contracción. Entonces T tiene 
un único punto fijo. 

Demostración del lema. Sea S = T m . Como S es una contracción, por el TPF 
3x £ X tal que x = Sx, es decir 


T m x = x 


(8.5) 
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Vamos a mostrar que Tx = x. De (??) se tiene 


Tx = T(T m x) 

= T m (Tx ) 

Por lo tanto, Tx es punto fijo de T m , y puesto que éste es único 

Tx = x. (8-6) 

Como todo punto fijo de T, también lo es de S , el cual solo tiene un único punto 
fijo, x será el único punto fijo de T. □ 

Demostración del Th. de la Ec de Volterra. La ecuación (??) puede escribirse 
como x = Tx si ponemos 


T : C{J) —> C(J) (8.7) 

xy — >Tx, donde (Tx)(t) = v(t) + ¡a í k(t,T)x(r)dT 

J a 

Como k es continua en el triángulo R, el cual es cerrado y acotado, 3c > 0 
tal que 

| k(t, t)| < c, V(í, r) G K. 

Para t G J: 

\(Tx){t) - (Ty)(t)\ = \n\ f k(t,T)[x{T) - y{T)]dr 

J a 

< \¡A C doo{x, y) / dr 

J a 

= \n\c (t - a) (¿oo(z,y) 


Es decir, 


Vi G J : \(Tx)(t) - (Ty)(t)\ <\n\c (t-a) doo(x,y). (8.8) 

Probaremos por inducción que Vm G N: 

(t — n') m 

VtGJ: \{T m x)(t ) - (T m y)(t)\ < d^y). (8.9) 

m\ 

Para m = 1, (??) es verdad por (??). Sea m > 1 y supongamos que (??) es 
válida, entonces: 


|(T m+1 a;)(í) - (T m+1 y){t)\ = | M | 


fc(í,r)[(T m x)(r) - (T m y){T)\di 


r* ( T — n )m 

< \lA c / V L \ m c m -¡- dr d oa (x, y) 

Ja m\ 

= i>,r‘ + 1 c m+1 ( (~ 


Teniendo en cuenta ciue Vi G [a, b \, 


t — a < b — a, 
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de (??) se obtiene tomando máx: 

teJ 

(h — n) m 

doo{T m x, T m y) < arndnfay), con a m = \y\ m c m[ - ±- 

m\ 

Como m es suficientemente grande, T m será una contracción y el lema del punto 
fijo nos da el resultado. □ 

Nota: 

1. No hay restricciones a ¡i. 

2. La ecuación de Volterra es un caso particular de la de Fredholm con 
k(t, t) = 0 en el triángulo y no continua en la diagonal. 


Ej ercicios 

1. Sean a, 6, to, Xq € M; R = [ío — a, to + a] x [ero — b,xo + b]; 

f : R —> K. 

(t,x) i—» f(t,x) 

tal cjue existe y es continua en R. Pruebe que / satisface la condición 
de Lipschitz respecto a su segunda variable. 

2. Sea f(t,x ) = | sen ;c¡ + t, Pruebe que / satisface la condición de Lipschitz 
en R 2 respecto a su segunda variable aunque si x = 0. ¿Qué hecho es 
ilustrado por este resultado? 

3. Sea f(t,x) = \x\^. ¿Satisface / la condición de Lipschitz respecto a la 
segunda variable? 

4. Halle todas las condiciones iniciales de modo que el problema: 

“Hallar x tal que tx' = 2 x y x(to) = xq ” 
tenga: 

a) Una sola solción; 

b ) Más de una soución; 

c) Ninguna solución. 

5. Pruebe que en la demostración del teorema de Picard, C es cerrado en 
C(J). 

6. Pruebe que en el teorema de Picard se puede tomar, en vez de la constante 
Xq, cualquie función y 0 £ C tal que yo{to ) = Xq, como la función de inicio 
de la iteración. 

7. Aplique la iteración de Picard a x' = 1 + x 2 , a:(0) = 0. Verifique que para 
X 3 los términos que involucran a í,í 2 ,í 3 ,í 4 y t 5 son los mismos que para 
la solución exacta. 
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8. Pruebe que 


x' = 3 a; 2 / 3 

x(0) = O, 

tiene infinito número de soluciones dadas por x{t) = 0 si t < c, 

x(t) = (t — c) 3 si t > c, donde c > 0 es constante. Si f{t,x) = 3x 2 / 3 , ¿la 

función / satisface la condición de Lipschitz? 

9. Pruebe que las soluciones del problema de valores iniciales 

*' = W 1/2 , 

x(0) = 0, 


son ii = 0 y I 2 tal que x 2 (i) = 

¿Contradice éste el Teorema de Picard? Halle más soluciones. 

10. Resuelva por iteraciones, con a?o = v la ecuación de Fredholm 


x(t) = ¿í 



+t~ T 

e 


x(t)<ít + mv(t ), 


con \¡jl\ < 1 . 


11. Si u y k son continuas en [a, b] y K = [a, b\ x [a, b] x R, respectivamente, 
y si k satisface en G = [a, b] x [a, b] la condición de Lipschitz 

\k(t,r,ui) = k(t, t, u 2 )| < l\ui - u 2 \, 

pruebe que la ecuación integral no lineal 


f b 

x(t) — ¿¿ / k(t,T,x(T))d,T = v(t) 
J a 


tiene una única solución x para todo /i tal que 


H < 


i 

l(b — a) 


12. Escriba el problema de valores iniciales 

ÍÍT 

— =f(t,x), x(t 0 )=x o 

como una ecuación integral y diga qué tipo de ecuación es. 

13. Pruebe que el problema de valores iniciales 

d 2 x 

= f(t, x), x(t 0 ) = X 0 , x'{t 0 ) = Xi, 

puede transformarse en una ecuación de Volterra. 
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Parte II 

ESPACIOS 
VECTORIALES Y 
NORMADOS 
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Capítulo 9 

Espacios Vectoriales 


Sea K € {R,C}. Sea I / I. Supongamos que en X están definidas dos 
operaciones: una suma, que es una función 

“t - : -X —y -X, (a;, y ) i —y x y 

y una multiplicación por un número (o escalar), que es una función 

(a, x) H y a ■ x. 

A la terna ( X , +, •) se le llama espacio vectorial sobre K, si cumplen las 
siguientes propiedades: 

(C) Propiedades de Clausura: 

(CS) Clausura de la suma: \/x, y£X,x + y£X. 

(CM) Clausura de la multiplicación: Va £ K, Va; £ X, a ■ x £ X. 

(S) Propiedades de la Suma: 

(51) Asociatividad: \/x, y,z € X, (x + y) + z = x + (y + z). 

(52) Conmutatividad: \/x, y£X,x + y = y + x 

(53) Existencia del neutro aditivo: 36* € X, \/x G X, x + 9 = x. 

(54) Existencia de los inversos aditivos: \/xGX,3 — xGX,x + {—x) = 9 

(M) Propiedades de la Multiplicación: 

(MI) Asociatividad: Va, ¡3 € K, \/x G X, a ■ (¡3 ■ x) = (a/3) • x. 

(M2) El 1 es neutro multiplicativo: Va; £ X, 1 • x = x. 

(D) Distributividades: 

(DI) Va € K, \/x, y £ X, a ■ {x + y) = a ■ x + a ■ y 
(D2) Va, f3 £ K, \/x £ X, (a + /3) • x = a • x + /3 • x. 

NOTAS: 

(0) A los elementos de X se les llama vectores y a los de K escalares. 
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(1) (C) <t=> Va, ¡3 G K, Vx, yGX, a-x + /3-í/GX 

'v^' \/N V 2, Vai,ajv G IK, Vxi,..., xjv G X, ai * xi © ... -I- a^v * xjv G X. 

(2) (S) <G> (X,+) es un grupo aditivo abeliano. 

(3) El neutro aditivo 9 , llamado también vector cero, es único. En efecto: 

Vu , v£X,u + v = u=>v = 6. 

(4) Vx G X, su inverso aditivo —x es único. Además — u = (—1) • u. 

(5) Vx G X, 0 • x = 6 y Va € K, a • 9 = 9. 


Ejemplos de espacios vectoriales sobre K G {M, C} 

1. V 1 ,V 2 y V 3 con las operaciones usuales. 

2. (K N , +, •), N > 1, si para u = (■ u \,..., un) G K N , v = (vi,..., vjv) G K N y 
aGl ponemos 

u + v = (til + Ui,..., Wat + vn), 
a ■ u = (aiíi,..., cxun) 

la suma y la multiplicación de los miembros derechos son las usuales en 

K. 


3. (K°°, +, •), si para (u n ), (v m ) G K°°, aGl ponemos 

(u n ) + ( v m ) = (tífc + Ufe); y , 
a • K) = (aufe). 


4. (Mmxjv(K),+,-); Af,JV G N, si para A = (a mn ), B 


ponemos 


AB {cimn V b mn )] 
a • A — (aíí m ^). 


(bmn) y a G K 


5. (X(K, K), +, •) si para f,g£ X(K, K) = {h : K — > K | D{h) = K} yaGl 
ponemos 

/ + g : K -4 K, x H> (/ + g)(x) = f(x) © g(x) 
a ■ f : K —> K, ig («■ /)(x) = a/(x). 


6. El super ejemplo: 

Sean íí ± 0, (X(Í2,K) = {/ : íí -4 K | £>(/) = O}). (X(íí, K), +, •) es un 
espacio vectorial sobre K si para f,g£ (.F(íí, K) y a G K ponemos: 

/ + g : ti -4 K, x 4 (/ + g)(x) = /(x) + g(x) 

a • f : fl —> K, x i —y (a • /)(x) = a /(x). 


Como en los ejemplos anteriores la suma y la multiplicación de los miem¬ 
bros derechos son las usuales en K le llamamos el super ejemplo porque 
de él derivan los precedentes como caso particular. En efecto, K N puede 
ser visto como X({1, ...iV},K); K°° como X(N, K); y A4 mxat(K) como 
X({l,...,X}x{l,...,M},K). 
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7. Sea N £ {1,2,3}. Sea V = {v \ v = .4 Íí es una flecha dibujada en E N , 
que es el segmento dirigido Al') con inicio en A £ E N y fin en B £ E N }. 
Dadas u,v £ V pondremos ||ií|| y ||u|| a la longitud de u y v, respectiva¬ 
mente. Entonces escribiremos 

u = v ||w|| = |M|, 

u y v son paralelas y tienen el mismo sentido. 

Es fácil ver que = es una relación de equivalencia en V. 

Al conjunto de clases de equivalencias, llamadas vectores, le notamos 

V N = {u | v es la clase con representante v £ V}. 

Notamos 0, llamado vector cero, a la clase de los segmentos cuyo inicio y 
fin coinciden. 

Obviamente ||0|| = 0 y los elementos de 0 no tienen dirección ni sentido. 
En V N se define la suma 

+ : V N x V N -¥ V N , {u,v) u + v = w 

donde w es una flecha cuyo inicio es el mismo que el de u £ u y su fin es 
el mismo que el de v £ v, si u y v son tales que el fin de u coincide con el 
inicio de v. 

Se define la multiplicación por un número a£l que es la función 

•:Ix V N —x V N , (a,ü) h-x a ■ ü = w, 

donde ||w|| = |oj • ||it||, w || u y w tiene el mismo sentido que u si a > 0 y 
el sentido contrario si a < 0. 

Para N £ {1, 2, 3}, (V N , +, •) es el espacio vectorial natural. 

Con las biyecciones naturales entre V N ,E N y M. N , dadas por la recta 
real para N = 1, por el plano cartesiano para N = 2 y por el espacio 
cartesiano para N = 3, el espacio vectorial natural V N , induce en los 
correspondientes E N y R w la estructura vectorial. 

De hecho en R^, N £ {1, 2, 3}, es la estructura del ejemplo 2. 

Así, si a u, v £ V 2 les corresponden P,Q £ E 2 con coordenadas ( x\,x %), 
(2/i s 3/2 ) G K 2 , tenemos que a Ü+v le corresponde R £ E 2 con coordenadas 
(zi, z 2 ) = {xi + yi,X2 + 2/2). 


Subespacios Vectoriales 

Dado un espacio vectorial (EV) sobre K, (X , +, •) y un subconjunto no 
vacío Y de X, nos preguntamos si Y, con las restricciones naturales de + y •, se 
convierte en espacio vectorial. Es decir nos preguntamos si (Y , + \ y 2 , ■ |k x v) es 
un EV. 

La respuesta es que no siempre es así, pero tenemos el siguiente: 

Teorema 38 (del Subespacio Vectorial). Sea (X, +, •) un EV sobre K y sea 
Y C X; Y 0. Entonces (Y, + |. y 2 ,- |k x y) es un EV sobre K ssi: 

(CS) para Y: \/x, y £ Y, x + y £ Y 
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(CM) para Y: Va G K, \/x G Y, a ■ x G Y. 


En este caso a la terna ( Y , + \ y 2 , ■ |kxf) se le nota simplemente (Y, +, •) y se le 
llama subespacio vectorial de (A, +, •). Por simplicidad se dice Y es SEV de 


X. 


NOTA: 

1. Es fácil probar que se cumplen las propiedades (S), (M) y (D). En parti¬ 
cular: 

(53) e G Y resulta de (CM) para Y con a = 0 y Va: G Y. 

(54) Va; € Y, 3 — x € Y resulta de (CM) para Y con a = — 1. 

2. Si 9 Y obviamente (Y, +, •) no es un subespacio vectorial. 

3. Y = X e Y = {9} son ejemplos triviales de SEV. 

Combinaciones lineales 

Definición 39. En un EV (A,+, •) sobre K. Dados N > 1, a±, ..apj G K, 
V\, ...,tqv G X, al vector aii>i + ... + ajvVv se le llama combinación lineal de 
Vi,..., Vi v con coeficientes o pesos ai,...,ajv- 
Se nota: 

N 

oik ■ Vk= Oí 1 • VI + ... + CXnVn 

fc =1 

Si M C X es no vacio, se llama espacio generado por M al conjunto 
Gen(M) = {v & X \ v es una combinación lineal de elementos de M}. 
NOTA: Gen(M) es un SEV de X. (¡Pruébelo!) 


Dependencia e independencia lineal 

Sea (A, +, •) un EV sobre 1K G {M,C}. 

Para A > 2 se dice de N vectores iq, ...,Vn G A son linealmente depen¬ 
dientes (l.d.) si uno de ellos puede ser escrito como la combinación lineal de 
los otros. Es decir, si: 

N 

3k G {1,..., N}, Mj G {1,..., N} \ {fc} 3 ctj G K tales que Vk = ^ ctjVj 


NOTA: Es fácil ver que esta definición equivale a decir que 

N 

3(/3i, ...,/3/v) ^ K n \ {(0, ..,0)} tal que ^pkVu = 0 

k -1 

Definición 40. Para N > 2 se dice que N vectores iq, ...,Ujv G A son lineal¬ 
mente independientes (l.i.) si no son linealmente dependientes. 
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NOTA: Es fácil ver que tq, ...,Vn son l.i. ssi: 

N 

V(ai,« at) £ K. N , 'y^ akVk =9 => «i = «2 = ... = ajv = 0 

fc=i 


De hecho esta última propiedad se suele usar como definición. 

Definición 41. Un conjunto M C X infinito es linealmente independiente 
(l.i.) si todo subconjunto finito de M lo es. 

M es linealmente dependiente (l.d.) si M no es linealmente independiente, es 
decir si existe un subconjunto finito de M que sea l. d. 


Dimensión 

Definición 42. Si para un EV sobre K, ( X , +, •), X {0} existe un N € N de 
modo que 3iq, ...,vn €E X l.i. y cualquier subconjunto de X que contenga N + 1 
vectores sea l.d. se dice que X es de dimensión finita y que N es la dimensión 
de X, lo que se nota: 

dim(X) = N. 

En caso contrario se dice que X es de dimensión infinita y se escribe: 

dim(X) = oo. 

Por definición dim({ú}) = O y también es considerado de dimensión finita. 

NOTA: Si dirn(X) = N £ N, entonces N es el máximo número de vectores 
l.i. que podemos hallar en X y por otra parte es el mínimo número de vectores 
necesarios para generar todo X. 

Nos preguntamos, dado un EV (X, +, •), si existe B C A de modo que 
X = Gen(B) es decir si \/x € X puede escribirse como una combinación lineal 
de elementos de B. Obviamente siempre existe un tal B (basta tomar B = X). 
Pero, si adicionalmente queremos que la representación de cada x £ X como 
combinación lineal de elementos de B sea única, necesitaremos que B sea l.i. 
(¡Pruébelo!). 

En este caso diremos que B es una base de Hamel de X. Tenemos la 
Definición 43. B C X es una base de Hamel de X ssi: 

1. B es l.i. y 

2. X c Gen(B). 

NOTA: 

1. En este caso 

N 

Vx € X 3\N > 1 3!ai,..., «at G K, 3!ui, ..., vn G B tales que x = ^ oikVk 

k =1 

2. Si dirnX = N £ N, entonces cualquier base de Hamel B de X tiene N 
elementos. 

3. Se puede probar que si se admite el axioma de elección, todo EV posee 
una base de Hamel. 
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Propiedades de los EV de dimensión finita 

Teorema 44. Sea (X, +,•) un EV sobre K de dimensión finita N £ N U {0}. 
Si Y C X es un SEV propio de X (i.e. F/XJ, entonces 

dim(F) < dim(X). 

¡Pruébelo! 

Definición 45. Si B = {iq, ...uat} C X es una base de Hamel de X, como 

N 

\/x £ X3la £ K w tal que a = (ai,ajv), x = E OtkVk, 

k =1 

se puede definir la función: 

(aA 

[•]b : X —> K n , x i —> [x]b = a = 012 

\OíN J 

A a se le llama vector de coordenadas de x para la base B o simplemente vector 
de B coordenadas de x £ X. 

Teorema 46. Si C = {wi, Wj\t} es otra base de X, para cualquier x £ X se 
tiene que 

[x]c = Pc^b[x\b, 

donde Pc-^b G A / íjv X jv(K) es la matriz de cambio de base, que no depende de 
x. Se tiene que 

Pc<—B = (['Ul]c[v2]c---['Ujv]c)- 

Ej ercicios 

1. Para n > 1 pruebe que y C N son espacios vectoriales sobre R y C, 
respectivamente, de dimensión N. 

2. Pruebe que si (V, +, •) es un espacio vectorial sobre K £ {M, C}: 

(a) 0 x = 9 \/x £ V; 

(b) aO = 9 Va G K; 

(c) (— l)x es el inverso aditivo de x, Va; £ V; 

(d) Notamos 6 al neutro aditivo. Pruebe que éste es único (i.e. que Bu, v £ 
V tal que u + v = u=>v = 9). 

3. Describa Gen({(l, 1,1), (0,0,1)}) en IR 3 (el espacio generado por esos dos 
vectores). 

4. Diga cuál de los siguientes subconjuntos de R 3 es un subespacio vectorial 
de R 3 y el por qué de su respuesta. 

(a) {(xi,x 2 ,x 3 ) \ x-l = x 2 , X3 = 0} 
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(b) {(xi, x 2 , x 3 ) | x 2 = x 3 + 1} 

(c) {(xi,x 2 ,x 3 ) | Xi,X 2 ,X 3 > 0} 

(d) {(xi, x 2 , x 3 ) I 2xi — 3x2 + 5 x 3 = fc} donde k es constante. 

5. Sea Pjv(K) = {p : K -> I | p es un polinomio de grado < N}, N > 
0. Pruebe que Pjv(K) es un espacio vectorial sobre K G {R,C} y que 
{eo, ei,e.¡v} es una base (llamada canónica) de P/v(K) : ej/í) = t k 
Vfc > 0. 

6. Sea V un espacio vectorial sobre C de dimensión N G N, y sea B = 
{i>i, i>at} una de sus bases. Halle una base de V visto como espacio 
vectorial real y calcule su dimensión. 

7. Sea X un EV sobre K; Y y Z dos subespacios vectoriales (SEV) de X. 
Pruebe que Y fl Z también lo es, y de ejemplos cuando Y U Z lo es y 
cuando no lo es. 

8. Sea X un EV y sea M ^ 0, M C X. Pruebe que Gen(M) es un SEV de 
X. 

9. Sea AImxat(IK) el conjunto de matrices de M filas y N columnas definidas 
para K G {K, C}. Pruebe que .A/ÍmxaKK) es un EV sobre K. 

Halle una base. 

Dé ejemplos de SEV’s de este EV. 

Si S = {A e Mnxn I -M. es simétrica } y si T = {A € Mnxn I A es 
singular }, diga si S y T son SEV’s de Mnxn- ( M,N € N). 

10. Sea X un EV sobre K y sea Y c X un SEV de X. Sea para x € X, 

x = {x + y | y G Y} 

Pruebe que X/Y = {x \ x G X} es una partición de X (i.e. los elementos 
de X/Y son 2 e 2 disjuntos y su unión es X). 

Sea, para x, y G X, a G K: 

x j i y = x + y, aQx = aXx 

Pruebe que {X/Y, jj, ©) es un EV sobre K, al que llamaremos espacio 
cociente de X sobre Y, y a su dimensión dim(Y/Y) =: codimY (en X), 
codimensión de X en Y. 

Note que si ponemos x ~ z <í=> 3y G Y tal que x = z + y, entonces ~ es 
una relación de equivalencia y sus clases de equivalencia son justamente 
los elementos de X/Y. 

11. Sea V = R 3 . Halle X/Y si 

(a) Y = R 3 

(b) Y = {0,0,0} 

(c) Y = Gen({(l, 1,0)}). 

12. Pruebe que el conjunto de soluciones de la EDO ay” + by' + cy = 0, con 
a, b, c G R dados es un EV. 

13. Sea M = {/ G c[a, b] \ 2/(a) + 3/(6) = k}. Para qué valores de k, M es un 
EV?. 
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Capítulo 10 

Espacios Normados 


Definición 47. Sea K £ (R, C}, X un EV sobre K. Una función || • || : X 2 —> R 
se llama norma si: 

(NI) No negatividad: \/x £ X, ||x|| > 0 

(N2) Unicidad: Vx £ X, ||a:|| = 0 -£=> x = 6 

(N3) Cierta homogeneidad: Va £ K, Vi £ X, ||a:r|| = |a| • ||x|| 

(N4) Desigualdad triangular: Va;, y £ X, ||a; + y|| < ||x|| + ||y||. 

Al par ( X , || • ||) se le llama espacio vectorial normado. 

NOTA: Si ponemos para x,y £ X, d(x,y) = ||ar — y||, entonces d es una 
métrica (¡Pruébelo!), llamada distancia asociada a || • ||. Si (X,d) resulta ser 
completo se dice que (A, || • ||) es un espacio de Banach. 

Lema 48. Sea (X, || • ||) un EVN. Si d es la métrica asociada a || • ||, entonces : 

(a) Vu, v, w £ X, d(u + w, v + w) = d(u, v) (Invarianza por traslación) 

(b) Va £ K, Vu, v £ X, d(au,av) = \a\d(u,v). 

Definición 49. Sea (X, || • ||) un EVN. Si para (e n ) £ X°° se tiene que \/x € X 
3!(a n ) £ K°° tal que x = Y^kLi a k^ki se dice que (e n ) es una base de Schauder 

de (X, INI) 

Ej ercicios 

1. Pruebe que en K^, || • || p son normas (p £ [1, oo]), si para p £ [1, oo[, 
IMIp = ^/j2k=i \ x k\ p y IMIoo = máxi< fc <jv |x fc |. 

2. Pruebe que toda bola en un EVN es convexa. 

3. Sea ip : R 2 —► R, (xi, X 2 ) ^ (y/\xi\ + y^jaí^I) 2 . Pruebe que <p no es norma. 

4. Sea X un EV, d : X 2 —» R una métrica. Para x, y £ X sea 

7 / \ J d(x, y) + 1 si x ^ y 

d (x,y) = < n 

[0 si x = y 
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Pruebe que d es una métrica y que no está asociada a ninguna norma. 

5. Sea (X, || • ||) un EVN. Sea M C X. Pruebe que 
M es acotado <t=> 3 R > 0 tal que M c B R {6). 

(Recuerde que M es acotado si su diámetro D(M) es finito). 

6. Sean X = {(x n ) £ K°° | (x n ) converge }, X 0 = {(#„) £ K°° | x n —> 0}. 
Sea c = (X, || • ||oo), c 0 = (X 0 , || • ||oo). 

Pruebe que X y X 0 son SEV de y que X 0 es cerrado en l°°(K) = 
(K££, || • ||oo) por lo que Co es completo. (Suponga conocido que l°°(K) es 
de Banach) 

7. Sea Y = {( x n ) £ K°° | 3 N £ N tal que x„ = 0 \/n > N}. 

Pruebe que Y es un SEV de pero no es cerrado en Z°°(K). 

Así, (Y, || • ||oo) no es completo. 

8. Sean (V, || • H^.), (Y , || • H^) dos EVN, ambos sobre K £ {K, C}. Para (u, v) £ 
X x Y sea ||(u,u)|| p = ^/\\u\\ p x + ||v||£, si 1 < p < oo, y sea ||(u,v)||oo = 
máxlllttlla,, ||f||j/}. Pruebe que: 

(a) Para p £ [1, oo], (X x Y, || • || p ) es un EVN. 

(b) Sean ( u n ) £ X°°, (v n ) £ Y°°, a £ X, b £Y. Entonces Vp £ [1, oo] 

II (u n , v n ) — (a, b) || p n _ ¥Q ¿ 0 ||Mn — ®IU „_>.o¿ ® A ||u n — b\\ y n _ >0 ¿ 0 

9. Pruebe que en un EVN (X, || • ||), las operaciones vectoriales + : X 2 —>• X 
y • : K x X —> X son continuas, si en X 2 y en K x X se definen normas 
como en el ejercicio precedente. 

10. Sean (V, || • ||) un EVN, (x n ), (■ y n ) £ X°°; u,v £ X, (a n ) £ K°°, a £ K. 
Pruebe que: 

(a) x n u, y n v => x n + y n u + v 

(b) cx n —)■ a, x n —y u =r* a n x n au 

11. Sea (V, || • ||) un EVN y sea Fclun SEV. Pruebe que Y es también un 
SEV de X. 

12. Sea (X, || • ¡|) un EVN. Sea (x n ) £ X°°. Pruebe que ll^nll < oo no 

implica la convergencia de la serie x n . pero: 

(X, || • ||) es completo 

OO OO 

V(x n ) £ X°°, Y2 Iknll <00 => ^2 x n converge 

n =1 n =1 

13. Sea ( X , || • ||) un EVN que posee una base de Scliauder. Pruebe que (X, || • ||) 
es separable. 

14. Pruebe que para l°°(K), si ponemos para n £ N, e n = (Skn)k >i entonces 
(e n ) es una base de Scliauder. 

15. Sea (X, || • ||) un EVN. Sea Y C X un SEV cerrado. Para x £ X/Y definido 
en el ejercicio 10 del capítulo 7, si ponemos ||®||o = ínf xe j||x||, entonces 
{X/Y, || • ||o) es un EV Normado. ¿Es de Banach? 
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16. Pruebe que || • || es una función continua y que 


Vx,y G X, | ||x|| - ||y|| |< ||x ± 2 /|| < ||x|| + ||y| 
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Capítulo 11 

Propiedades de los Espacios 
Vectoriales Normados 


Definición 50. Sean (X, || • || x ), (Y , || • ||. y ) dos EVN, ambos sobre K € {M,C}. 
Ellos son isomorfos (en tanto que EVN’s), si existe ip : X —» Y, u i—>■ p{u) 
biyectiva, lineal (i.e. es un isomorftsmo de X e Y en tanto que conjuntos y en 
tanto que espacios vectoriales) y tal que 

Vu e x, ||w|| x = |M«)II v 

NOTAS: 

■ Si d x y d y son las métricas asociadas a || • || x y || • H^, respectivamente, los 
espacios métricos {X,d x ) y ( Y,d y ) también son isomorfos, con la misma 
biyección ¡p, que por la definición 50 es una isometría. 

■ Si (X, || • ||) es un EVN y si Y C X es un SEV, (Y, || • j^) es un EVN que 
lo notaremos (Y, || • ||) y diremos que es un SEVN de (X, || • ||). 

Teorema 51 (del Completamiento). Si (X, || • ||) es un EVN incompleto, existe 
un espacio de Banach (X±, || • ||i) V un isomorftsmo p de (X, || • ||) a ( V , || • ||i) 
que es un SEVN de (Xi, || • ||i) tal que V = X\. El espacio (Xi, || • ||i) es único, 
salvo isomorfismos. 

Es decir que si 3(X2,|| - || 2 ) de Banach y un isomorftsmo de (X, || • ||) a 
(W, || • || 2 ), donde (W, || • || 2 ) es un SEVN de (X 2 , || • || 2 ) tal que W = X 2 , 
entonces (Xi, || • || 1 ) y (X 2 , || • || 2 ) son isomorfos. 

Demostración. Es similar a la del Teorema del Completamiento de los espacios 
métricos: (X í: ES, 0) es un EV si para (x n ), ( y n ) £ X lt oé!, ponemos 

(x n ) ffl (yn) d = (x_k + 2 /fe) 
a © (x n ) = ( ax k ) 

Ver que ES y © están bien definidas (no dependen de los representantes escogidos 
y satisfacen las propiedades de EV). 

Si para (x n ) ponemos 

||(x„)||i = lím ||xfc||, entonces || • ||i : Xi —>• K 

k—>o o 

es una norma, (Xi, || • || 1 ) es de Banach, etc. □ 
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Propiedades de los EVN de Dimensión Finita 

Lema 52 (Lema ★, Lema de las Combinaciones Lineales). Sean (X, || • ||) un 
EVN; N £ N; V\, ...,Vn £ X, N vectores l.i. Entonces 

N 

3c > 0, Va € K N , ^ otkVk > c||a||i (11.1) 

fc=i 

donde ||a||i = J2k=i \ a k\> si a = (ai, a 2 ,..., a N ) 

Demostración. Ver que si en (??) reemplazamos K. N con K. N \ {6} la definición 
no cambia. 

Entonces (??) <t=> 

M Xik= 1 a k v k 

3c > 0, Va G K n \ {6»}, -r—n-> c (11.2) 

llalli 


Pero poniendo ¡3 = p^a tenemos que ||/3||i = 1 y que entonces (??) 

(9.2) 

N 

3c > 0, V/3 € tal que ||/3||i = 1, ^^Pki>k > c (11.3) 

k= i 

Probemos (11.3) por el absurdo. Supongamos entonces que: 

N 

Ve > 0, 3/3 £ K n tal que ||/3||! = 1, y ^/3 fc u fc <c (11.4) 

k =1 

Usando (11.4) con c = ^, para n € N, tenemos que 

N 1 

Vn <E N 3/? (n) eK w tal que l^lli = 1, ^^Vk <- (11.5) 

k=\ 

Tomando lím™-**, en (11.5) y si ponemos y n = FfcLi Pk^ v n tenemos entonces 
que 

N 

lím ||y„|| = 0 y que ||/3 (n) ||i = V \/3 { k n) \ = 1 Vn > 1 (11.6) 

fc=l 

De (??) vemos que Vn > 1, ||/3^ n ^||i < 1, por lo que en (K^, || • ||i) la sucesión 
(/3 (n) ) „>! es acotada. 

Para esta sucesión aplicaremos el siguiente 

Teorema 53 (de Bolzano -Weierstrass para (K N , || • ||i)). Si (/?(”)) £ (K^) 00 
es acotada en (K w , || • ||i) entonces existe una subsucesión i de (¡3^) 

y b £ K. n tales que 

lím \\pM — 6||i = 0 (11.7) 

j-> oo 


N 

Ponemos y = FfeLi ^k v k- Entonces, como y nj = 'y^ tendremos que 

k —i 


lím || y n - y\\ = 0 (11.8) 

j->oo 
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En efecto, si ponemos M = máx ||u fc ||, entonces M > 0, porque Vfc, Vk ^ 0, 

l<x<N 

por ser l.i., y 


lñn || y n - y || 

J-^oo 


lím 

j-^oo 


AT AT 

yP^Vk - y, bkVk 


k=1 k =1 


lím 

j—^OO 


£(/£ 


k =1 


bk)vk 



< 


< 



-b k | 


M lím 

t->oo 



= 0 


por (??). 

Por (??) y (??), dada la unicidad del límite tenemos que y = 9. 

Por otra parte, como Vj G N, 11/3^ ||i = 1, por la continuidad de la norma 
tenemos que también ||6||i = 1 y por ende b ^ 9. 

En resumen J2k=i bkVk = y = 9 con (b±,b n ) ^ (0,0). Esto es imposible 
dada la independencia lineal de {iq, ...,vn} □ 

Teorema 54 (Completitud de los EVN de dimensión finita.). Sea (X, || • ||) un 
EVN y sea Y un SEV de X de dimensión N < oo. Entonces (Y, || • ||) es de 
Banach y por lo tanto Y es cerrado en ( X , || • ||). 

En particular, si dimX es finita, entonces (X, || • ||) es de Banach. 

Demostración. Sea B = {iq, ...,vjy} C Y una base de Y. 

Sea (y n ) G Y°° una sucesión de Cauchy. 

Debemos hallar y GY tal que || y n — y || n ^o¿ 0. 

Sea, para n € N, a € K N tal que y n = 

Probemos que Vfc G {1, N}, (a^) n >i es de Cauchy en K. 

Como (■ y n ) es de Cauchy, Ve 0 > 0 3N 0 tal que n,m > N 0 (e 0 ) => \\y n — y m \\ < e. 
Sea n, m > 1: 


(n) 

ai - a 


(m)i 


< 


lema * 
< 


3 = 1 

|| a (") _ a ("0||l 

i -i 

N N 

1 (n) Y^/ (m) 

- y a 3 v o-yy 

k =1 k =1 

l \\Vn ~ Vm || < £ 
c 
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si n,m > N 0 (ce). Basta entonces tomar N = N 0 (ce ) 

Al ser (4 n) ) n >i de Cauchy en K, para k G {l,...,iV}; como K es completo, 
existen ai,..., cln € IK tales que 

Vfc G {1,..., N}, \a^ ] - a k 

N 

Sea y = y^a k Vk' 
k=l 

Nos queda por probar que \\y n — y||s=^0 ya que y G F, obviamente. 

Si ponemos M = máx ||ufc|| tenemos que 

1 <k<N 


0 < lím || y n - y\\ 

n—>o o 


= lím 

n—> oo 


N 

~ a k) v k 

k =1 
N 

< lím 5Z|ai n) -Ofc| • ||ufe|| 

n—>• oo z ' 
fe=l 

N 

< M lím laí 72 ^ — a k 

n—too ¿' 

/c=l 


= lím 

n—>oo 


N N 

y akVk 

k =1 fc=l 


N 

M Y lím |al"^ 

' n—>oo 
fc=l 


= 0 


Ofel 


El Teorema del Sánduche nos da el resultado. □ 

Definición 55 (Normas Equivalentes). Sea X un EV sobre IK G {M,C}. Dire¬ 
mos que dos normas || • || 0 y || • ||b definidas en X son equivalentes si 

3ri,r 2 > 0 tales queMx G X ri||x|| 0 < ||x||(, < r 2 ||x|| a (11.9) 

NOTA: 

1. (??) ^ 

3s, t > 0 tales que Vx G X, ||x|| a < s||x||¡,; ||x||¡, < í||x|| a (11.10) 


2. Si || • || a y || • ||b son equivalentes, lo son también las métricas d a y db 
asociadas a dichas normas. 

Teorema 56 (De las Normas Equivalentes). Si X es un EV sobre IK G {K, C} y 
si dim(x) = N < oo. Entonces todas las normas definidas en X son equivalentes. 

Demostración. Sean || • || 0 y || • ||& dos normas definidas en X. Debemos hallar 
s,t> O tales que Vx G A, ||x|| a < s||x|| & y ||x||& < í||x|| a . 

Sea B = {iq, ...,ujv} una base de X y sean M a = máx ||i>í,|| a > O, M b = 

l<k<N 

máx \\v k \\ b > 0. 
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Sea k G X. Sea a G K N tal que x — a k v k- 

Entonces: 

N 


||*^||a — ^ ^ V^kVk || a 

k=1 
N 


< 

KIIMU 

k= 1 

< 

N 

Mg \a k \ 

k= 1 

= 

M 0 ||o||i 

(*) 

< 

N 

M a \' 

- > OlkVk 

c b ,, 


k— 1 5 

= 

s\\x\\b 

donde s = ^ y en (*) sabemos que 3 a > 0 por el lema * con • ||¡,. 
Análogamente, con t = con c a > 0 dado por el lema * con • | a , tendremos 

que llalli, < í||x|| a . 

□ 

Definición 57 (Compacidad). Un 

espacio métrico (A, d) es compacto si 

V(x n ) G A 00 posee una subsucesión (x nk ) convergente (i.e. 31 G X tal que 

d( x n k >l)f^¿Q)- 


Un conjunto no vacío A C X 

es compacto ssi (A,d) es compacto. 


NOTAS: 


■ A es compacto <G> 

V(x n ) C A , 3(x n J C (x n ) y l G A tal que lím d(x nk ,l) = 0 

k—>oo 

■ Por definición (x nk ) es la composición de (x n ) con la sucesión estricta¬ 
mente creciente (n k ) G N°°. Se tiene entonces que VA: > 1, k < rik- 

Lema 58 (Condiciones necesarias de compacidad). Sean (A, d) un EM y A C A 

1. A es compacto => A es cerrado y acotado. 

2. La recíproca, en general es falsa. 

NOTA: En los cursos de Cálculo se define: A c es compacto ssi A es 
cerrado y acotado. Veremos que a pesar de que en el lema la recíproca no siempre 
tiene lugar (existen conjuntos cerrados y acotados que no son compactos), en 
R w y en general en todo EVN de dimensión finita, si es válida. 

Demostración. 1. Supongamos que A es compacto. P.D. (1.1) A es cerrado; 
(1.2) A es acotado. 

(1.1) Sea (x n ) C A y l G A tales que £» „_>. q¿ L P.D. I € A. 

Como A es compacto, 3(x nk ) C (x n ) y a G A tal que x nk k ^ a. 

Pero entonces x nkk ^l. 

Por la unicidad del límite l = a G A => ¡ G A. 
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( 1 . 2 ) Por el absurdo: supongamos que A no es acotado (i.e. Vx’o = X, 
Vi? > 0 A t B r (x 0 )). 

Sea xo G A. Sea R\ = 1. Entonces xo € B Rl (x o) A <£_ B Rl (x o) => 
3xi G A tal que d(xo,xi) > 1. 

Sea Ri — d(xo, x{) +1. => xo, x\ G Br 2 (xo) A (¡L Br 2 (xo) => 3x2 G A 

tal que d(xo,X 2 ) > R 2 - 

Como R 2 > 2 y R 2 > d(x o,Xi); 


d{x o, x 2 ) > 2 > 1 y d(x 1 , x 2 ) > d(x 0 , x 2 ) — d(x 0 , xi) > 1 

Sea R 3 = máx 0 <j <2 d(xo, xj) + 1 => x 0 ,xi,x 2 G B r 3 (x 0 ), 

A <f_ Br 3 (x 0 ) =>■ 3x 3 G A tal que d(x o,X 3 ) > A 3 . 

Como Vi G {0,1,2}, d(xo, a;¿) < máxo<j <2 d(xo, xi), Vi G {0,1,2}, 

d(xi,Xz) > d(x 3 ,Xo) — d(xo,x¿) > R 3 — máx d(xo,Xi) = 1 

0<i<2 

Y así sucesivamente, para n > 1 tomamos 

Sea i?„ = máxo<j<n-i d(x 0 ,Xj) + 1 => x 0 , ..,x n _i G B Rn (x 0 ), 

A (JL B Rri (x 0 ) => 3x„ G A tal que d(xo,x n ) > R n . 

Como Vi G {0, 1}, d(xo,x¿) < máxo<j<„_i d(xo, Xj) se tiene 

que Vi G {0,n — 1}, 

d(xi,x n ) > d(x n ,x 0) — d(xo,Xi) > R n — máx d(xo,xj) = 1 

0<j<n—1 

En resumen hemos obtenido una sucesión (x n ) C A tal que 
d(x m , x n ) > 1 si m/ n. 

Esta sucesión no puede tener subsucesiones de Cauchy y, por ende, no 
puede tener subsucesiones convergentes. Entonces A no es compacto. 
Contradicción. 

2. Veamos que la recíproca es en general falsa: En l°°(¡ R) sea para n > 1, 
Xn (^nfe)fc>i* Entonces doc^x^O) — 1 y doo(x n ,x m ) d myíl . 

A = f?i(0) es cerrada y acotada pero (x n ) C A no puede tener subsuce¬ 
siones de Cauchy y, por ende, subsucesiones convergentes. 

□ 

Teorema 59 (Compacidad y dimensión finita 1). Sea (A, || • ||) un EVN de 
dimensión N < 00 . Sea un conjunto no vacío A C X. Entonces: 

A es compacto <G> A es cerrado y acotado. 

Demostración. (=>) Resulta del lema precedente. 

(-4=) Supongamos que A es cerrado y acotado. P.D. A es compacto. 

Sea (x n ) G A°° una sucesión cualquiera. Debemos hallar una subsucesión 
(x„J C (x„) y y G A tales que ||x nfc - 2 /||s=> 3 ¿ 0 . 

Sean B = {v\, —,v n } una base de X y (a^) C K N tales que 

N 

Vil > 1, X n = ^2 a n )v k 

h—1 
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Probemos que (a^) es acotada en (K N , || • ||i): Debemos hallar r > 0 tal 
que Vn > 1 ||x n ||i < r. 

Como A es acotado en (X, || • ||), existe R > 0 tal que Vx G A, ||x|| < R. 
Como (x„) C A entonces Vn > 1 ||x„|| < R. 

Por el lema *, Vn > 1 

l|a (n) lli < \ J2 a( k )v k = ^\\x„\\ < ^ =: r 

c fc=i 

Basta entonces tomar r := R/c. 

Como ( a( n )) es acotada en (K, || • ||i), por el Th. de Bolzano-Weierstrass, 
existe C ( a (”)) y a G K N tales que || af nk ' ) — a||i ¿—^> 0- 

Si ponemos y = X^fcLi OfcVfe, de manera análoga a lo hecho en el Th. de 
Completitud de los EVN de dimensión finita se tiene que límfc_ ) . (X) \\x Uk — 
y|| = 0. Ver que y G A al ser límite de una sucesión de elementos del 
conjunto A. 

□ 

NOTA: La relación entre la compacidad de un conjunto cerrado y acotado 
y la dimensión del EVN se evidencia aún más en el siguiente teorema. 

Teorema 60 (Compacidad y dimensión finita 2). Sea (X, || • ||) un EVN. En¬ 
tonces: 

dim X es finita <G> B\ (9) es compacta. 

Demostración. (=>) resulta del Th. precedente. 

(<t=) Usaremos el siguiente lema, que demostraremos luego. 

Lema 61 (Lema de Riesz). Sea (X, || • ||) un EVN y sean Y, Z dos SEV 
de X tales que Y CZ, Y jóZeY es cerrado. Entonces: 

VQ G]0,1[ 3 z s G Z tal que ||z e || = 1 y ||zg - y\\>0Vy gY 

Supongamos que B\{9) es compacto. P.D. dim(X) < oo. 

Por el absurdo: Supongamos que dim(X) = oo. 

Sea x\ G X \ {9}. Sea Y\ = Gen{x\} (es cerrado porque dim(Yi) = 1. 
Aplicamos el lema de Riesz con Z = X, Y = Y\, 9 = \. 

Entonces 3a ; 2 G X tal que ||a’ 2 || = 1 y ||ar 2 — 2 /|| > \ Vy G Y 1 . En particular 
\\X 2 ^ ari|| > 

Obviamente X\ y a ; 2 son l.i., porque x 2 ^ Vi = Gen{x i}. 

Apliquemos otra vez el lema de Riesz con Z = X y, esta vez con Y = Y¿ = 
Gen{x i,a: 2 }, 9 = Entonces 3x¡ G X tal que ||íC 3 || = 1 y ||x 3 — xi|| > \ 
Vy G Y. 

En particular ||x 3 — x 2 || > f y ||X 3 — xi|| > 5 y, por otro lado X 3 ^ V 3 , 
por lo que xi,x 2 ,X 3 son l.i. 

Se aplica otra vez el lema de Riesz con Y = Y 3 = Gen{xi,x 2 ,X 3 }, etc. y 
se obtiene [x n ) C X tal que ||x n || = 1 Vn > 1 y \\x n — x m \\ > k Vn ^ m. 
Una tal sucesión (x n ) C B\{6) no puede tener subsucesiones de Cauchy y, 
por ende, ninguna^subsucesión convergente. 

Esto indica que Bi(9) no es compacta. Contradicción. 

□ 
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Teorema 62 (Invarianza por continuidad de la Compacidad). Sea (X,d x ), 
(Y, dy ) dos espacios métricos y f : X —>• Y una función continua. Sea A C X 
no vacío. Entonces: 


A es compacto en (X,d x ) => f(A) es compacto en (Y,d y ). 

Demostración. Sea (y n ) C f(Á). Debemos hallar una subsucesión (y nk ) C (y n ) 
y l £ Y tales que lím^oo d y (y nk ,l) = 0. 

Como Vn > 1 y n € /(A), tomamos x n £ A tal que y n = f(x n ). 

Como (x n ) C A y A es compacto, existen (x nk ) C (x n ) y a £ A tal que 
1 11 n / t - > x: d x [x nk , ai) — 0. 

Sea l = f{a). Probemos que lím d y (y nk ,l) = 0. 

k—yoo 

En efecto: 


lím d y (y nk ,l) 

k—>oo 


continuidad de d y 


continuidad de f 


lím d y (f{x nk ),f{a)) 

k—>o o 

^( lírn f{x nk ),f{a)) 

k—too 

d y(f(, lím x nk ),f(a)) 

k—>o o 

dy{f(a)J(a)) 

0 


□ 


NOTA: Como corolario tenemos el Th. de los extremos absolutos: 

Teorema 63 (de los extremos absolutos). Sea (X.d) un EM. A C X compacto 
y f : X —> K. continua en A. Entonces: 

3 x m ,XM G A tales quef(x m ) = mín/(x), /(%) = máx/(x) 

x&A xeA 

Demostración. Por el Th. precedente f(A) es compacto en IR y por ende f(A) 
es acotado y cerrado. Entonces 3 y m ,yM G /(A) tales cjue y m = mín f(A). 
Pm = máx/(A) (¡Pruébelo en detalle!). Basta tomar x m ,XM G A tales que 
Vm = f(x m ), VM = f(x M )- □ 

Lema 64 (Lema de Riesz). Sea (A, || • ||) un EVN y sean Y, Z dos SEV de X 
tales que Y CZ,Y jíZeY es cerrado. Entonces: 

M6 e]0,1[ 3 z g G Z tal que \\z e \\ = 1 y \\z e — y\\ > OVy £ Y 

Demostración. Sea v £ Z\Y. Sea a = D(v , Y) = ínf ye y ||w — y ||. 

Obviamente a > 0 por ser Y cerrado. 

Sea 9 G]0,1[. Debemos hallar zg £ Z de acuerdo al enunciado. 

Como | > 1, | > a. 

Por definición de ínfimo: 

3 b e £ (||i) - 2 /|| | y £ Y} c Mtal que a<b e <°- 

U 

Es decir que 3yg £ Y tal que a < bg = ||u — yg\\ < |. 

Sea zg = ñ—-— n (v — yg). 
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Entonces ||^|| = 1- Además \/y € Y, \\zg — y || > 9. 
En efecto: Sea y £ Y: 


\\ze-y\\ 


* 


* 

> 

> 


\V - ye I 
1 


\v - ye I 


-ye)-y 
ye - \\v - 


1 

ll«-ye|| 


11 ^- 2/11 


1 

b~ye\\ 

a 


a 


a/0 

0 


ye\\y\\ 


con y = ye — ||u — yo\[y £ Y P or 1° que ||u — 2/11 > a i P or definición de a. □ 


Ej ercicios 

1. Dé ejemplos de subespacios de l 2 y de l°° que no sean cerrados. 

2. Halle el mayor c > 0 dado por el lema *, si: 

(a) X = R 2 , Vl = (1,0), v 2 = (0,1); 

(b) X = R 3 , Vl = ( 1 , 0 , 0 ), v 2 = ( 0 , 1 , 0 ), v 3 = ( 0 , 0 , 1 ); 

(c) X = R 2 , «i = (1,1), v 2 = (1, -1); 

(d) X = R 3 , Vl = (0,1,1), v 2 = (1,0,1), V 3 = (1,1,0). 

3. Sea X m EV sobre K y sea Ai = {|| • || : X —> R | || • || es una norma} para 

II • ||a, II ■ \\b £ Ai pongamos || • || a ~ || • || 6 || • || a y || • || b son equivalentes. 

Pruebe que ~ es una relación de equivalencia en Ai. 

4. Sin usar el Th. de las normas equivalentes pruebe que en M. N , N > 1, son 
equivalentes || • II2 y || • ||oo y que para toda norma || • || en R w existen 
a,b > 0 tales que Mx £ R w ||aj| < fo||a :|| 2 y «IMh < ||a;||. Pruebe además 
que Vx £ R^, ^||x||i < ||a :¡¡ 2 < ||a:||i. 

5. Pruebe que R^ y C N no son compactos. 

6 . Pruebe que si X es infinito y d : X 2 —► R es la métrica discreta entonces 
(X,d) no es compacto. 

7. Dé ejemplos de curvas en E 2 que sean compactas y otras que no. 

8 . Demuestre el Th. de Bolzano-Weierstrass para K N , K £ {R,C} X £ N. 

9. 


Definición 65 (Compacidad local). Un EM (X.d) es localmente com¬ 
pacto si \/b £ X 314 una vecindad de b compacta en (X,d). (V es una 
vecindad de b -O- b £ V -o- 3r > 0 tal que B r (b) C V ). 

Pruebe que es localmente compacto VX £ N. 
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10. Pruebe que si en un EVN (X, || • ||), dim(X) = N < oo, en el lema de Riesz 
se puede tomar 9 G]0,1]. 

11. Sean (X,d) un EM compacto y A C X un cerrado . Pruebe que A es 
compacto. 

12. Pruebe que si (X,d x ) es compacto y si f es biyectiva y continua entonces 
/ -1 es continua (i.e. f es un homeomorfismo). 

Definición 66. Sean (X,d x ), ( Y,d y ) dos EM, f : X —>• Y. Se dice que / 
es un homeomorfismo si f es biyectiva y si f y f~ l son continuas (dicen 
en este caso que f es bicontinua). 

13. Sean (X,d) EM, b £ X, (x n ) G X°° tal que Vn > 1 d(x n ,b) > n. Pruebe 
que ${x Uk C (x n )) tal que (x nk ) no es acotada. 

14. Saen (x[ n \x 2 l \ ■■■, xff)n> i C K. N y l = (¿i,..., l n ) G K w . Sea p G [1, oo[ 
o p — oo. Pruebe que \\x n - Z|| PS -^0 Mk G {1, ...N}, \xl( l) - h\a=^0- 
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Capítulo 12 

Operadores Lineales 
Acotados 


Definición 67. Sean X,Y dos EV, ambos sobre K G {R,C}. Una función T : 
X —> Y, x H>■ Tx se llama operador lineal si T>{T) es un SEV de X y si: 


(L) 


(A) Vxi, x 2 £ T>(T), T(x i + x 2 ) = Txi + Tx 2 
(H) Va G K, Vx G V(T), T{a ■ x) = aTx 


NOTA: 

1 . 

(L) (TI) : Va £ K, Vari, x 2 £ T>(T), T(a ■ x\ + x 2 ) = a ■ Tx i + Tx 2 
<=> (T2) : Va, /? £ K, Vu, v £ V(T), T(au + ¡3v) = a • Tu + /3Tv 
^ ( LN ) : VA < 2, Va G K w ,Vx G (V(T)) N , 

( N \ N 

E ^k x k J ^ ' Oí^TXk 

k =1 / fc=l 

donde a = (ai,..., ajv), x = (xi,X jv). 

2. Im(T) es SEV de Y. 

3 . 7V(T) = {x G £>(T) | Tx = 0} = núcleo de T, es SEV de X. 

4. Si dimT>(T) = N < oo y si ponemos p = dim Im(T), rj = dimAf(T), 
entonces N = p + rj. 

5. Si dimX = N, dim Y = AI y si B = {ui,...,u¡v} y C = {v\ son 
bases de X e Y respectivamente. A un operador lineal T : X —» Y x i—>■ y 
está asociada una matriz Tbc G XÍmxn (K) tal que [y\ c = Tbg[ x \b, donde 
[x\ B £ e [y\ c G K N son los vectores de coordenadas de x e y en las 
bases ByC, respectivamente. 

Además T B c = ( [Tui] c [Tu 2 \ c ...[Tu n ]c ) 

6 . Si T : X —> Y es lineal, entonces: 
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( a ) 

3 T^ 1 Y — > X d M T es inyectivo 

<$■ [Tu = Tv => u = v\ Vu, v G V(T) 

[Tu = 0 => íí = 0] Mu G £>(T) 

A/"(T) = {0} 

<=> Vt¿, G V(T), [m/i; => Tu ^ Tv] 

(b) Si 3T _1 , 2?(T _1 ) = Jrn(T), /m(T" 1 ) = V{T) y T _1 es lineal. 

(c) Si T : A —» y es lineal y si A C V(T) es l.d. entonces T(A) también 

es l.d. 

Definición 68 . Sean ( X , || • || x ), (Y, || • || y ) dos EVN, ambos sobre K G {R,C}. 
Un operador lineal T : X —> Y es acotado ssi 

3c > 0 tal que\/x G 2?(T), ||Ta;|| y < c||a;|| x (12-1) 

NOTA: 

1 . 

(??) 3c > 0 tal que \/x G V(T) \ {6»}, < c (12.2) 

IfIU 

-t=> 3c > 0 Vu G V{T) para el cual ||u|| x = 1, ||Tu|| y < c (12.3) 


2. T es acotado ssi el conjunto 




{||T«||„ | uGP(T), |H| X = 1} =: íí C K 


es acotado por arriba. (Lo es por toda c > 0 tal que (12.1), o (12.2) o 
(12.3)). 

En este caso sup O es por definición la menor de tales c. Ponemos: 


3. 

4. 


||T|| d = sup = sup ||Tu|| y = nn'n{c > 0 | (12,1)} 

xeV(T)\{9} IFIIx ueD(T), ||u||*=1 

(12.4) 

A ||T|| se le llama norma de T. Veremos luego por qué. 

Si T es acotado, ||Tx|| y < ||T'||llalla; Ver G T>(T). 

Para el cálculo de ||Tj| se suelen usar las siguientes observaciones: 

(a) Vu G V(T) con ||u|| x = 1, \\Tu\\ v < \\T\\ 

(b) Va; G V{T) \ {$}, < ||T|| 

IFIU 

( c ) ||T|| < cVc > 0 tal que (12.1) 

(d) Si se puede hallar u G V(T) con ||w|U = lyc>0 que cumpla (12.1) 
y como ||Tu|| y < ||Tj| < c, si UTulU = c entonces esta será ||T||. 
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Teorema 69. Sean ( X , || • H^), (Y, || • || y ) dos EVN, ambos sobre K G {M,C}. 
Sea l(X,Y) = {T : X —► Y \ V(T) = X, T es lineal y acotado}. Entonces: 

■ C{X, Y) = (l(X, Y), || • ||) es un EVN. 

■ C(X,Y) es de Banach si (Y, || • || y ) es de Banach. 

Teorema 70. Sea T : X Y un operador lineal. 

Si dimD(T) = N < oo entonces T es acotado. 

Teorema 71. Sean ( X, || • H^), (Y, || • || y ) dos EVN, ambos sobre K € {K,C} y 
T : X —► Y lineal. 

Entonces son equivalentes las tres propiedades siguientes: 

(a) T es acotado; 

(b) T es continuo; 

(c) 3xq € V(T) tal que T es continua en Xq. 

Corolario 72. Si T : X —► Y es lineal y acotado, entonces 

(a) V(x n ) C T>(T), x € T>(T), x n —> x —> Tx n = Tx 

(b) A Í(T) es cerrado. (Es la preimagen del cerrado {8}). 

Teorema 73. Sean ( X , || • H^) un EVN y (Y, || • || y ) un espacio de Banach, ambos 
sobre K. Sea T : V(T) C X —> Y lineal y acotado. Entonces 

3\T : V(T) —> Y lineal y acotado tal que T T 

Además ||T|| = ||T||. 

Ej ercicios 

1. Para los operadores siguientes T : X —> Y, pruebe que son lineales y diga 
si son acotados. De serlo, calcule ||T||. Si no lo es, demuéstrelo. 

(a) I : X —> X, x Ix = x 

(b) 0 : X —> Y, x i-G Ox = 8 

(c) D : C[a, b] —> C[a, b\,x i-G Dx = x' 

(d) J : C[a, b] —> C[a, b],x i-» y, y(t) = J*x(s)ds 

(e) T : C[a, b] —> C[a, 6], x H > y, y(t) = tx(t) 

(f) T : ( K N , || • (I,) (K m , || • \\ p ),x Tx = Ax; 

donde A G MmxnO&)', P,q> 1 

(g) T : C[a,b] —► C[c,d},x i-G Tx, ( Tx)(t) — ' k(s,t)x(s)ds, donde 

k G c([a,b] x [c, rf]) es una función no negativa. 

(h) T:l°° ->• l°°, (x n ) i-g ~ + Xk+2 ) 

(i) T : C[0,1] —> C[0, 1], x i-g- Tx, (Tx)(t) = t f* x(s)ds 
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0) T : C[— 7 T, 7 r] C[— 7 T, 7 r],x H> Tx, (T x )(t) = J*_ v sinrx(r)dr 

(k) T k : C[- 1,1] ->• C[—1,1], £ H> T fc x, (T k x)(t) = s|s| fe x(s)<is, k G N 

2. Interprete geométricamente los siguientes operadores T k : M 2 —> K 2 y diga 
cuál es lineal y cuál no y por qué: 

(a) Ti : (xi,x 2 ) (aq, 0 ); 

(b) T 2 : (xi,x 2 ) ( 0 , 0 : 2 ); 

(c) T 3 : (xi,x 2 ) (x 2 ,xi); 

(d) T 4 : (a?!,a? 2 ) ^ (axi,ax 2 ), a G R. 

3. Halle V(T k ), Im(T k ) y N[T k ) para k G {1,2,3} y N(Ti) del ejercicio 
anterior. 

4. Halle A?(/), Aé(0) y AÍ(D) del ejercicio 1. 

5. Para D : P[a,b] —¥ P[a, b] p >->• p' halle N(V) e Im(D), si P[a, b] = {p : 
[a, b] —► K. | p es polinomio} 

6 . Para D : P/v[a, b\ —► P¡v[a, 6 ], halle la matriz asociada D BB si B = 
{v 0 ,Vi,...,v N }; v k (t) = t k , 0 < k < N, N G N, y P N [a,b] = {p : [a,b] -» 
K | p es un polinomio de grado < IV} 

7. Sea I pq : ( c[a,b \, || • || p ) -> ( c[a,b ], || • || 9 ), [l,oo[. Pruebe que: 

(a) I pq es acotado si q < p; 

(b) I pq no es acotado si p < q. 

8 . Sean X = {x G c[a,b] \ x' G c[a, &]}; ||x¡ = UxHoo + llx'Hoc,. Pruebe que 
|| • || es una norma. Para k € {1, 2} y c G]a, b[, sea T k : X —> X, x >->• T fc x; 
donde (T\x)(t) = x'(c)x(t), (T 2 x)(í) = x'(c) + x(t). ¿Es T k lineal?. ¿Es 
acotado? y si lo es calcule ||Tfc||. 
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Capítulo 13 

Funcionales Lineales 


Son un caso particular de los operadores lineales, cuando Y = K. Es decir 
que / : A — y K, x H > f(x); con X un EV sobre K es un funcional lineal si: 

Va G K, Vxi, x 2 G V(f), f(xx + x 2 ) = /(xi) + /(x 2 ) y f(ax i) = af(x i). 

Si (A, || • ||) es un EVN, / es acotado si: 

3c > 0 tal que Ver G T>(f), \f(x)\ < c||x|| 

Tenemos que: 


||/|| = mín{c > 0 | Ver G V(f),\f{x)\ < c||x||} 


i6D(/)\{9} 11*11 

sup |/(u)| 
ueD(f), ||«||=i 


Al espacio de Banach C(X,JC) se le nota X' y se llama dual topológico de X 
para diferenciarlo del dual algebraico X* del EV X, que es X* = {/ : X —► K \ 
f es lineal} 


(.X' = (Z(X,K),|| • ||),Í(X,K) = {/ G X* | fes acotado}). 

NOTA: 

1. X* es un EV sobre K (SEV de {/ : X —> K \ f es función y T>(f) = X}) 

2. A (A*)* =: X** se le llama segundo dual algebraico de X o bidual alge¬ 
braico de X. 

3. La función 

C : A -> A**, x >-+ g x ; g x : X* -c K, / ^ g x (f) = f f(x) 

es un operador lineal inyectivo (pruébelo!) cuyo dominio V(C) = A, se le 
llama inmersión canónica de X en A** 

4. Si C es sobreyectiva se dice que X es algébricamente reflexivo. En este 
caso C es un isomorfismo de X y A** en tanto que espacios vectoriales. 
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Ejemplos 

1. / : C[a , b] —>■ R, x >->• /(x) = x(t)dt es obviamente lineal. 
Veamos que es acotado. Sea x £ c[a , b ]: 


1 / 0*01 = 


< 



< í \x(t)\dt 


Iklloo í dt = (b — 0)11x1100 


Entonces f es acotado y ||/|| < (6 — a). 

Si tomamos u[t) = 1, entonces ||u||oo = 1 y 


l/(«)l 



(b~ a) <||/|| 


Por consiguiente ||/|| =b — a 

2. / : C[a , b] —► K, x <—> f{x) = —x{a) + x(b). 
f es lineal y como Vx, 

1 / (x)| = | - x(á) +x(b) | < |x(a)| + |x(6)| < 2 ||x||oo 
Entonces f es acotada y ||/|| < 2. 

Por otro lado si u : [a, 6] —> M es continua, /(a) = —1, f(b) = 1 y f es 
creciente, tenemos que ||n||oo y 

|/(a)|=-(-l) + l = 2<||/|| 

de donde ||/|| = 2. 


Funcionales lineales en espacios de dimensión fi¬ 
nita 

Sea X un EV sobre K de dimensión N < oo. 

Dada una base B = {&i,..., 6^} en X, para x £ X denotaremos por [x\b a a = 
(oq,..., a^v) £ K N , donde a es el único elemento de K N tal que x = 1 o¿kbk- 

Llamamos a [x]b el vector de coeficientes de x para la base B. 

Dado / £ X *, es decir un funcional lineal / : X —» K, le podemos asociar 
£ £ K N poniendo para 1 < k < N, £fc = f{bk)- 

Por otro lado tenemos que 

N 

f( x ) ='52 a kf(bk) (13.1) 

k=i 

Vemos que f está dado si conocemos los valores f(bi¡), Vfc £ {1,..., N}. 

Por ello, dado £ £ K N , podemos definir f poniendo /(&*,) d = £fc y usamos 
(??) para hallar /(x) para cualquier x £ X. Se tiene entonces una biyección 
^:K Jv ^X*,£^/ = í p(£). 

f(bk) = (^(£))(bfe) = £fc- 
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Si tomamos en K N la base canónica E = (ei,..., ejv}, = (1,0, ..,0), ... 
, e k = (0, ...,0,1,0,0), ...,e N = (0,0,1), y para k G ponemos 

fk = v( e k), es decir 

fk{bj) = {<p(ek))(bj) = S kj = \ 1 Slk = J (13.2) 

10 si no 

resulta que f = {/i,...,/)v} es una base de X*, llamada base dual de B, la 
base que tomamos en X. Se tiene, en efecto, el siguiente teorema: 

Teorema 74 (dimensión del dual). Si X es un EVsobre K de dimensión N < oo 
y si B = ,6jv} es una base de X, entonces f = {/i,..., /jv}, definida por 

(??) es una base de X*, el dual algebraico de X, y dimX* = N. 

Por otra parte tenemos el siguiente lema para verificar la igualdad en espacios 
vectoriales de dimensión finita: 

Lema 75 (del vector cero y de la igualdad). Sea X un EV sobre K G (M, C}, 
de dimensión N < oo. Entonces: 

1. \/x G X, [x = 6 4$ f(x) = 0 V/ G X*] 

2. Vu, v G X, [u = v f{u) = f(v) V/ G X*] 

Demostración. Sea B = {b i,..., bu} una base de X y E = {/ 1 ,..., /v} C X* la 
base de X* dual de B. 

1. (=>) es obvio. 

(■$=) Sea x € X tal cjue V/ G X* f(x) = 0. P.D. x = 0 

N 

Sea a = [x]b, i.e. x = otjbj. 

3 = 1 

Entonces V/c G {1, —,N} 

( N \ N 

a i h i = H a ifk{bj) = a k = 0 

t=i J l=i 

Entonces a = 6 y, por ende, x = 0. 

2. Resulta de (??) poniendo x = u — v. 


□ 

Corolario 76. Todo EV X de dimensión finita es algébricamente reflexivo. La 
aplicación canónica 

C:X^X**,x^g k 

es lineal y biyectiva. 

Demostración, (a) C es lineal. Sea aGl, «,»GX. P.D. C{au + v) = aCu + 
Cv. 

C(au + v) d = g au + v y V/ G X* g au +v{f) = f{au + v) = af(u) + f(v). Por 
otra parte V/ G X*, (aCu+Cv)(f) = a(Cu)(f) + (Cv)(f) = af(u)+f(v). 
Entonces tenemos que C(au + v) = aCu + Cv. 
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(b) Inyectividad. Sea x £ X tal que Cx = 8. P.D. x = 0. 

cx = e => v/ e x*(Cx)(f) = ©(/) = o 

=> V/éI* f(x) = O x = O, teniendo en cuenta que: 

* (Cx)(f) = f(x). 

** Por 1 del lemma. 

(c) Sobreyectiva. Por el Th. de la dimensión del dual dim X** = dim X* = 

dim A = N. 

Al ser C inyectiva dim Im(C) = dim A = N 

Entonces dim X** = dim Irn{C), por lo que X** = Im(C). 

□ 


Ej ercicios 

1. Sea ( X , || • ||) un EVN. Pruebe que || - || no es lineal 

2. Para X = (K N , || • H 2 ), N > 2 sea a £ K N y sea / a : A —► R, a; 1-4 f a {x) 
definido por f a (x) = J2k=i a k x k , si x = (aq, ...,x N ). 

Pruebe que f es lineal, acotado y que ||/|| = ||a|| 2 - 

3. Sea / : C[a, b] —> R, x i-4 /( x) = / a & p(t)x(t)dt, donde p £ c[a, b} y p(t) > 0 
Vi £ [a, b]. 

Pruebe que / £ (C[a,b])' y halle ||/||. 

4. Sea / : C[a , b] —> R, x 1-4 f(x) = x(a) — x + x(b). 

Pruebe que / £ {C[a, b])' y halle ||/||. 

5. Sea / : Z 2 (R) -4 R, (x n ) f{(x n )) = J^kLi a k x k , donde (a m ) £ Z 2 (R). 
Pruebe que f es lineal, continua y que ||/|| = || (a-m)|| 2 - 

6. Halle ||/ n || si f n : C[- 1, l]-íl,i4 f n (x) = f\ t n x(t)dt, n £ N. 

7. Para x £ c[a, b] sean fi(x) = máx |/(a;)|, ,f- 2 (x) = mín |/(a:)|. ¿Son /1 y 

a<t<b a<t<b 

f -2 lineales? ¿Son acotados? 

8. Sean n £ N, /„ : Z°°(R) -4 R, (x m ) 1-4 f n ((x m )) = x n . Diga si f es lineal y 
acotado. Si lo es calcule ||/„||. 

9. Sean X = {x £ c[a, b\ \ x' £ c[a , b]}, J = [a, b\, c = —. 

Sea C^a, 6] = (A, || • ||), con ||a:|| = ||a;||cx> + ((x'lloo- 
Pruebe que || • || es una norma en el EV X. 

Sea / : A —»• R, x 1-4 f(x) = x'(c). Pruebe que f es lineal y que es acotado 
en C 1 [a, b]. Calcule ||/||. Demuestre que f no es acotado en (A, || • Hoo). 

10. Halle el núcleo de T : R 3 —4 R 2 , x 1-4 Tx = Ax, A = ^ ^ ^ 

11. Halle la base dual de B = {bi, 6 2 , ^ 3 }, base de R 3 , con b 1 = (0,1,1), 
b 2 = (1,0,1), 63 = (1,1,0). Halle f k (x) si k £ {1,2,3}, x = (1,1,1). 


79 



12. Halle una base de A/"(/), si / : R 3 —> K, x e-» f(x) = aq + x 2 — a; 3 . 

13. Sea X un EV de dim N <00 ,Y C X un SEV de dim(AT — 1). 

(a) Halle / G X* tal que Y = A /"(/). Ver que es único, salvo una constante 
multiplicativa. 

(b) Sea xq € X \ Y. Halle / G X* tal que f{x 0 ) = 1 y f(x) = 0 \/x G Y. 

14. Sea X un EV de dirn N < 00 y sea Y C X un SEV propio (Y ^ X). Sea 
/ G Y*. Halle / G X* tal que / \ y = /. 

15. Sea / : Y c R 3 —> K, x e->- f(x) = Axi—3x 2 , Y = {(ari, x 2 , 0) | xi,x 2 G M}. 
Halle todas las extensiones lineales / aR 3 . 
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Capítulo 14 

Caracterización del dual 
topológico de algunos EVN 


Definición 77. Sea (X, || • || x ) un EVN sobre K G {R,C}. Un funcional lineal 
f : T>{f) C X — ► K, x H > f(x) es acotado ssi: 

3c > 0 tal queVx G V(T), \f(x)\ < c||x|| x 

se pone, en este caso: 


ll/ll = mín{c > 0 | Va: G V{T), |/(ar)| < c||a;|| x } 

NOTA: Un funcional lineal acotado es de hecho un operador lineal acotado 
X —> Y para el cual Y = K. 

Definición 78. 

X 1 =C(X,K) = (l(X,K),\\-\\) 
se llama dual topológico de X. 

Aquí l(X,K) = {/ G X* | f es acotado}; X* = {/ : X —> K | V(f) = 
X y f es lineal} 

NOTA: 

1. Si / : T>(f) C X —> K es un funcional lineal acotado, 

ll/ll = mín{c > 0 | Vx G T>(T), |/(a;)| < ||x|| x } 


*ev(f)\ { o } \\x\U 

sup |/(w)| 

ue-D(f), |MU=i 

Obviamente Mx G V(f),\f(x)\ < ||/||||x|| x . 

2. Si el EV X es de dimensión finita N y si || • || x : X —► K es una norma, 
sabemos que: 

(a) dimA* = iV y X es algébricamente reflexivo. 
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(b) l(X,K) = X* (todo funcional lineal es acotado). 

(c) Tiene lugar el lema de la igualdad: 

(i) Va; G X, [x = 0 /( x) = 0 V/ € X*] 

(ii) Vu, ve X, [u = v f(u) = f(v) V/ e X*} 

La estrecha relación entre un EVN de dimensión finita y su dual se ve aún 
más evidenciado en el siguiente ejemplo: 

Ejemplo 

Sea N > 1. 

Si p, q G]l, oo[ y - + -i = 1 (se dice entonces que p y q son exponentes conjuga¬ 
dos), entonces el dual topológico de (K N , || • || p ), que lo notamos (K*, || • ||p)', es 
isomorfo a (K w , || • || g ). 

En particular para p = q = 2, || • || 2 es la norma usual de y, en este caso, 

(kmi • || 2 y ~ (kmi • || 2 ). 

NOTA: Hemos puesto ~ en vez de es isomorfo a. En la práctica, abusando 
algo del lenguaje, se dice es en vez de es isomorfo a y se pone = en vez de ~. 

Los resultados obtenidos para caracterizar al dual topológico en espacios de 
dimensión finita, motivan la búsqueda de resultados análogos para espacios de 
dimensión infinita. 

En particular es de gran utilidad hallar un EVN que sea isomorfo al dual 
topológico X' de un EVN (X, || • || x ) dado. Se tienen los siguientes resultados: 

Teorema 79. Pongamos: 

= {(An) € K°° I \x k \P < oo}, p e [l,oo[ 

= {(x n ) e K°° | (x n )es acotada}. 

Para (x n ) e ||(a;„)|| p = \%k\ p , l v = (K“, || • || p ). 

Para (x n ) G || (a;^) ||^ = sup{|x fc | | k G N}, l°° — (K~, || • H^). 

c 0 = ({(:£„) G K°° | x n ^¿ O}, || • Iloo) (es SEVN de l°°, obviamente). 

Entonces: 

1. {I 1 )' ~ Z°° 

2- ( l p Y ^ l q , si p, q G] 1, oo[ V l + \ = 1- 

3. (. I 00 )' no es isomorfo a l 1 . Pero tenemos que: 

l (coY ^ l 1 

NOTA: 

1 . Es interesante la anomalía que representa el resultado de 3 y 4 del teorema. 

2. Para caracterizar el dual topológico de otros espacios, como por ejemplo 
C[a, b ], se requieren herramientas más avanzadas, como es el Teorema de 
Hahn-Banach. Por ello se los estudiará en cursos superiores. 
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Ej ercicios 

1. Demuestre el resultado del ejemplo: (K N , ¡| • || p )' ~ (K N , || • || g ) si N £ N, 
p,q €]l,oo[, i + i = 1. 

2. Sean (X, || • || x ) un EVN, / : £>(/) Cl-íly g : V{g) C I K dos 
funcionales lineales acotados. Pongamos para a, ¡3 £ K h : T>(h) C X —> 
K, con V{h) = £>(/) (~l V(g ), h = af + /3g. 

Pruebe que h es lineal y acotado. 

3. Obtenga un resultado análogo para S,T £ C(X, Y ), donde X e Y son dos 
EVNs, ambos sobre K £ {M, C}. 

4. Sean (T n ) C £(X, Y), T £ C{X , Y) tales que \\T n - T\\ 0. 

Pruebe que para a £ X y R > 0 dados, la sucesión ( T n ) converge unifor¬ 
memente hacia T en Br(ci). 

(es decir Ve > 0 3N tal que \/x £ Bfí(a), n > N => \\T n x — Tx\\ < e) 

5. Pruebe que (K N , || • ||i) ~ (K N , || • ||oo) 

6 . Caracterice el dual de (K N , || • Hoo) 

7. Sea X un EV. Pruebe que todo / £ X* está únicamente determinado por 
sus valores en los elementos de una base de Harnel de X. 

8 . Sean X, Y dos EVN, ambos sobre K € {M,C}. Pruebe que si Y yf {9} y 
dimY = oo, entonces 3 T : X —> Y lineal pero no acotado. 

9. Sea X un EVN de dimensión infinita. Pruebe que l(X,K) ^ X'. 


Definición 80. Sea X un EVN y sea M C X, M ^ 0. El aniquilador 

de M es el conjunto 

M a = {/ £ l(X,K) | f(x) = 0\/x£ M} 

(a) Pruebe que M a es un SEV de l(X,K) y que es cerrado en X' = 
(l(X,K), ||-||). 

(b) Halle {6} a y X a . 

(c) Si dimX = N < oo y Y es un SEV de X de dim k < N, pruebe que Y a 
es un SEVN de X' de dimensión N — K. Escriba este resultado como 
un teorema sobre las soluciones de un sistema lineal de ecuaciones. 

(d) Sea X = M 3 , M = {(1,0, — 1), (1, — 1,0), (0,1, — 1)}. Halle una base 
de M a . 

11. Demuestre el teorema ??. 
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Parte III 


ESPACIOS 

EUCLIDIANOS Y DE 
HILBERT 
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Capítulo 15 


Espacios Euclídeos 


Definición 81. Sea X un espacio vectorial sobre K £ {R,C}. Una función: 

(', ’) : X 2 ->• K, (. x, y) i—S> (x, y) 

se llama producto escalar si se cumplen las propiedades: 

Vx, y £ X, Va £ K: 

(El) (TVo negatividad) (x,x) £ [0, oo[ 

(E2) (Unicidad) (x, x) = 0 <t=> x = 8 
(0 es el neutro aditivo de X) 

(E3) (Simetría si K = Kj (x, y) = ( y,x ) 

(Simetría conjugada K = C) (x,y) = (y,x) 

(E4) (Linealidad respecto a la primera variable) 

(A) (Aditividad) (x + y,z) = {x, z) + (y, z) 

(H) (Homogeneidad) (ax,y) = a(x, y) 

Al par (A, (•,•)) se le llama Espacio Euclídeo. 

NOTA: 

1. Si para x, y £ X ponemos: 

11*11 = 

d(x,y) = \\x-y\\ = ^J{x~y,x-y) 

entonces ||-|| es una norma y d es una distancia, llamadas norma asociada 
a (•,•) y métrica asociada a (•,•)• (Demostraremos más tarde que ||-|| es 
una norma). 

2. Todo espacio euclídeo es entonces a la vez un espacio vectorial normado y 
un espacio métrico. 

3. Si (X,d) es completo, se dice que (X, (•,•)) es un espacio de Hilbert. En 
este caso ( X , ||-||) es de Banach. 
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4. Se tiene que Va;, y, z € X y V/3 G K: 

(i) (x, y + z) = (. x,y) + (x,z) 

(ii) (x, Py) = p_(x, y) (si K = R), 

{x, Py) = p{x, y) (si K = C) 

Es decir que para la segunda variable se tiene la aditividad, y la homoge¬ 
neidad (K = K) o la homogeneidad conjugada (K = C). 

Es decir que si K = R. (•, •) es también lineal respecto a la segunda variable 
por lo que se dice que es bilineal. 

En el caso K = C se dice que es semilineal respecto a la segunda variable 
y que (•,•) es sesquilineal (el prefijo sesqui significa l|). 

5. Se tiene que Va;, y,z G X, Va, p € K: 

(i) {ax +Py,z) = a(x,z) + P(y,z) 

(ii) (x, ay + pz) = a(x, y) + P(x, z), si K = K; 

(x, ay + pz) = a(x, y) + P(x, z), si K = C. 

(iii) (9, y) = 0 , (x,6) = 0 

6. Identidad del Paralelogramo (IP) 

Va;, y G X, \\x + y\\ 2 + \\x - y\\ 2 = 2(||a;|| 2 + \\y\\ 2 ) 

7. No todo espacio vectorial normado es un espacio euclídeo. Es decir que 
puede haber normas que no están asociadas a ningún producto escalar. Es 
más se tiene el siguiente teorema: 

Teorema 82. Sea X un espacio vectorial sobre IK dotado de una norma 

INI : X -» [0,oo[ 

Entonces ||-|| está asociada a un producto escalar 

(■,■) :X 2 ->K 

si y solo si Va;, y £ X se cumple la identidad del paralelogramo. 

Demostración. (=>) Es (6) de la nota precedente. 

(<=) Suponer válida (IP) para Va;, y G X. Poner 
( x ,y) = |( \ x + y\\ 2 - \\x-y\\ 2 ), si K = M; 

(x,y) = \ {\\x + y\\ 2 -\\x-y\\ 2 )+i(\\x + iy\\ 2 -\\x-iy\\ 2 ) , 
si K = C. 

Queda por probar que (•, •) definido así es un producto escalar cuya norma 
asociada es justamente || • ||. 

□ 

Definición 83 (Ortogonalidad). Sean (X, (•,•)) un espacio euclídeo; 
x, y £ X ; A, B C X dos conjuntos no vacíos: 

1. xA.y d -H (x,y) = 0 (se dice x es ortogonal a y). 
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d e f 

2. X.LB 44 (x, b) = O V6 G B(se dice x es ortogonal a B). 

3. ALB 44 (a,b) = O Va G A V6 G B(se dice A es ortogonal a B). 

NOTA: 

1 . X-Ly 44 y±x 

2. CLLx Vx € X 

3. X.LB 44 x±b \/b € B 

4. A.LB 44 a±b Va G A,\/b G B 


Ej ercicios 

1. Pruebe que el par (A, (-, •)) es un espacio euclídeo si: 

(a) X = R N , N> 1, K = K, 

{x,y} = J2k=i x kVk, 
x = (xi, ...,x N ), y = (y 1 ,...,y N ). 

(b) X = C N , N> 1, K = C, 

<S,2/) = T,k=l x kVk, 

X = (xi, ...,xjv), V = (yi,:.,y N )- 

(c) A = c[a, 6] = {x : [a, b] — > K | x es continua}; x, y £ X 

(x,y) = í x{t)y{t)dt si K = R. 


(x,y) = í x(t)y(t)dt si K = C 

J a 

(d) A = l 2 ( K) = {(x n ) G K°° | Z ~1 |Xfc| 2 (oo}; (x n ), (y n ) G A 


{(x n ), (y n )) = y ^i x k)(yk) si K = R. 

fc =1 


oo 

((*n). (í/n)} = ^(®n)(yn) Sí K = C 
fe=l 

2. Pruebe que si (A, (•,•)) es un espacio euclideo y si || • || es la norma asociada 
a (•,•), se cumple 

(a) \/x,y G A, la identidad del paralelogramo. 

(b) Vx, y G A, x_Ly <G> ||x + y|| 2 = ||x|| 2 + ||y|| 2 (Th. de Pitágoras). 

3. Pruebe que si K = K, en 2(b) se tiene la recíproca (||x + y || 2 = ||x|| 2 + 
||j/|| 2 44 x_L y), y dé un ejemplo que muestre que si K = C, la recíproca no 
se cumple. 

4. Pruebe que si (A, (•, •)) es un espacio euclídeo entonces: 
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(a) Vxi,X 2 £l \ {$}, X 1 -LX 2 =>■ {xi,X 2 } es linealmente independiente. 

(b) El resultado de (a) es válido para N vectores x\ , ...,xjv con n > 2, 
Xi-i-Xj si i j. 

5. Sean (X, (•,•)) un espacio eucídeo; Y C X un subespacio vectorial de X 
denso en X (i.e. Y = X) y M C X un subconjunto total (i.e. Gen(M) = 
X). Sean u,v,w £ X. Entonces: 

(a) 

u = 8 -o- u-Lx Va: S X 
<t=> U-Ly \/y £ Y 
uLz \/z £ M 


(b) 


v = w <t=> (v, x) = (re, a:) Va; £ X 

^ {v,y) = (w,y)Vy eY 

<t=> (u, 2 :) = (ru, z) \/z £ M 


(Suponga conocido que x n x , j/ ro ñ¡=^2/ => (a: fc ,a/fc) jrz^(x,y)) 

6. En (C, (•, •)), con (z\, Z 2 ) = Z 1 Z 2 , qué significa que zi_L, 2 2 ?. 

7. En C 2 sea ||x||i = \xi\ + |x 2 |. Pruebe que || • ||i no está asociado a ningún 
producto escalar. 

ÓjG f 

8. C[a,b ] = ( c[a,b ■], || • Hoo). Pruebe que |j • no está asociada a ningún 
producto escalar. 


9. Sea X un espacio vectorial de dimensión finita X £ N. Sea B = {í>!,..., b n } 
una base de X. Pruebe que un producto escalar (•,•) está plenamente 
definido si conocemos a tJ = (6¿, bj) para 1 < i < j < N. ¿Qué propiedades 
deben satisfacer estos números onp. 

10. En l 2 (M.) calcule ||(cc n )|| 2 y ||(í/m)|| 2 , si || • || 2 es la norma asociada a (•,•) 
y si (x n ) = (i); (y m ) = ( 2 ~ m / 2 ) 

11. En (c[a, 6], (•,•)) con (/, 5) = f(x)g(x)dx, caracterice el conjunto {f} ± = 
{g £ c[a, b\ | f±g}, si: 


( a ) f(x) 

(b) f(x) 

( c ) f{x) 


= sin 


= (x 

= (x 


■ a) 2n , n £ N, 
a) 2íl_1 , n £ N. 


12. Sea (X, (•,•)) un espacio euclídeo. Pruebe que 


Vx, y, z £ X, \\z - x\\' 2 + \\z - y\\ 2 = ^\\x - y\\ 2 + 2\\z - ^(x + y )|| 2 


(Identidad de Apolonio). 



Capítulo 16 

Desigualdades de Cauchy- 
Schwarz-Buñakovski y 
Triangular 


Sea (X, (•,•)) un espacio euclídeo. Si para x £ X ponemos ||x|| = y ( x , x), 
se define la función ||-|| : X —> R, que cumple con las propiedades de norma. 
El lector puede verificar fácilmente (NI), (N2) y (N3). Para probar (N4), la 
desigualdad triangular, es fundamental el siguiente: 

Teorema 84 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz-Buñakovski). Sea (X, (•,•)) un 
espacio euclídeo. Entonces, Va :,y € X, 

1. (C.S.B.)\(x,y)\<\\x\\\\y\\ 

2. La igualdad se da si y solo si el conjunto { x , y} es linealmente dependiente 
(Id.). 

Demostración. 1. Hay dos casos: 

( 1 . 1 ) y = 9 (se tiene la igualdad y {x,y} es l.d.). 

(1.2) y yí 9: Consideremos el caso K = C (si K = R es similar). 

Sea a € C (luego escogeremos un a adecuado). Entonces: 

0 < \\x-ay\\ 2 

= (x — ay, x — ay) 

= (x,x) -a(x,y) -a[(y,x) -a(y,y)) 


Si tomamos a de modo que la expresión entre corchetes se anule, es 
decir si a = , tendremos entonces: 


0 < 


\\x-ay\\ 2 

/ \ Ü/> x >/ \ 

(x,x) - ó-\x,y) 

bir 

ll*ll 2 - 

\\y\\ 
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de donde \(x,y}\ 2 < ||x|| 2 ||y|| 2 , y también (C.S.B.). 

2. La igualdad se obtiene ssi y = 8 ó ||x — ay\\ = 0, 
es decir ssi [y = 0 ó x — ay = 6] ssi {x, y} es l.d. 

Corolario 85. Sea (X, (•,•)) un espacio euclídeo. Entonces 

1. Se cumple (N4): \/x,y G X, \\x + y\\ < ||x| + ||y|| 

2. La igualdad se da <í=> [y = 6 ó 3a G [0, oo[ tal que x = ay] 
Demostración. 1. Seanx,yGX: 

\\x + y\\ 2 = |M| 2 + (x,y) + (y,x) + \\y\\ 2 

= ll^ll 2 + WvW 2 + (x,y) + (x,y) 

= \\x\\ 2 + \\y\\ 2 + 2Re(x,y) 

< ll x l| 2 + llí/l| 2 + 2 | (x, j/) | 
por la desigualdad (C.S.B.) 

= (INI 2 + NI 2 ) 2 , 

de donde se cumple (N4). 

2. (=>) Supongamos que se da la igualdad. P.D. 

[y = 9 ó 3a G [0, oo[ tal que x = ay] 


□ 


Vemos que la igualdad se da si y solo si: 

Re(x, y) = ||x|| • ||j/||. (16.1) 

Como por (CSB) se tiene: 

INI • M\ > I (x,y) I 

Entonces: 

(14,1) => Re(x, y) > \{x,y)\, 

Sabemos que Vx G C, Rez < \z\, por lo tanto: 

\(x,y}\ > Re(x, y) = ||x|| • ||y|| > |(x,y)|, (16.2) 

de donde 

\{x,y)\ = ||x|| • ||y||. 

Por la parte 2. del teorema se tiene entonces que: 

y = 6 o [y ^ 9 y 3a G K tal que x — ay = 6] 

Basta probar que a G [0,oo[. 

Por (16.2) se tiene que 

Re(x, y) = \{x,y}\ G [0.oo[, 


90 



por lo que 


Im(x, y) = 0, 


y, por ende, 


(■ x,y) = Re(x, y) G [0,oo[. 


Finalmente, como 


0 < (x,y) = {ay,y) = a\\y\\ 2 , 


se tiene que a G [0, oo[. 
(4=) Supongamos que: 


y = 9 ó 3a G [0, oo [ tal que x = ay. 


Probemos que en (N4) se da la igualdad. 

Por la hipótesis tenemos que: 

o bien ||x + y\\ = ||a:|| = ||a:|| + 0 = ||a:|| + ||j/|| (si y = d), 
o bien (si 3a G [0, oo[ tal que x = ay): 


II®+ 2/11 = \\ay + y\\ 

= II (a + 1)2/|| 
= («-hl)|||/|| 

= \\ a y\\ + IMI 
= INI+ 112/11 • 


□ 


Continuidad del Producto Escalar 

El producto escalar es una función (•, •) : X 2 —> K. 

Para definir la continudad de una función F : X 2 —> K, necesitamos la noción 
de límite en X 2 y en K, que se la puede tener si tanto en X 2 como en K están 
definidas, por ejemplo, distancias. En K tenemos la distancia usual y en X la 
distancia asociada a la norma que, a su vez, es asociada al producto escalar. 
En X 2 pordemos definir varias normas. Por ejemplo: Si (x,y) G X 2 : 

II(®,2/)IIp d - V\\x\\ p + \\y\\ p , 1 <P < oo, o 
ll(®,2/)lloo =máx{||x||,||í/||}. 

Es fácil probar el LEMA: Si (( x n , y n ) G {X x Y)°° y (a, b) G X x Y, entonces 
\\{x n ,y„) - (a, b)\\ p -^0 44 ||a: n - a|| 0 y || y n — 6|| —>• 0 

para toda norma || • || p , 1 < p < oo o para || • ||oo. 

Teorema 86 (Continuidad del Producto escalar). (•,•) : X 2 -> i es continua, 
si en X 2 tomamos: 

|| • ||p conp G [1, oo[ o || • ||oo 
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Demostración. Sea p £ [l,oo]. Sea (£ 0 , 2 / 0 ) €= A 2 . P.D. 


|(£,2/)-(xo,2/o)I (x ,^ (xo ,^ 0. 


Notemos que \/x, y £ X, ■ 


INI < ll(a;,2/)ll 

\\y\\ < II (», y) II 

Sea e > 0. Debemos hallar S > 0 tal que 


p 

p 


||(£, 2 /) - (x 0 - 2/o)||p <s=> \{x,y) - {x 0 ,y 0 }\ < e 

Sea (x,y) £ X 2 tal que \\(x,y) - (£ 0 ,2/o)||p < 1- 
Notemos que como: 


||(x,2/) - (x 0 ,2/o)|| = ||(x — £q,2 / — 2/o)||) |¡£ £q| < 1 y ll2/-2/o|| < 1 - 


\(x,y) - (xq, 2/0) | 


< 

< 

< 

< 

< 


\(x,y) - (£ 0 ,2/) + (£o,2/) - <£o,2/o)| 
|(£ - £ 0 , y) + (£ 0 , 2 / - 2 /o)I 
| {x £ Q , y) | + \{x 0l y-y 0 )\ 

l|£-£oll • II 2 /II + Ikoll • \\y-yo\\, 

por la desigualdad (C.S.B.) 


\\ x ~ £o||(||y - yo II + H2/0II) + ||£o|| • \\y - 2/0II, 
por II2/II = h - yo + 2/0II < \\y - yoII + II2/0II, 

(i + ll^oll + ||2/o||)||(£,2/) - (£o,yo)||p, 
por|| (x, y) - (£o,2/o)||p < 1 


e, por|| (x, y) - (£ 0 ,2/o)||p < 


e 

1 + ||£o|| + II2/0II 


Basta entonces tomar <5 := mín 


1 + ||£o|| + ||2/o|| 


□ 


Isomorfismos de espacios euclídeos 

Definición 87. Dos espacios euclídeos (X,(-,-) x ) e (Y,(-,-) y ) son isomorfos 
ssi 3ip : X —»• Y una biyección lineal tal que: 

Vu, v £ X, ( u , v) x = (tp(u), ip(v)) l , 

NOTA: si || • ||a, y || • 11 y son las normas asociadas a (•, -) x y (•, -) y , y si d x y 
d y son las distancias asociadas a || • || x y || • || y , entonces: 

■ (A, || • ||a,) es isomorfo a (Y, || • H^) (en tanto que espacios normados), 

■ (X,d x ) es isomorfo a ( Y,d y ) (como espacios métricos). 


Completamiento de espacios euclídeos 

Teorema 88. Si (X, (•,•)) es un espacio euclídeo incompleto, existe un espa¬ 
cio de Hilbert (H, (-,-)i) y un subespacio vectorial Y de H tales que Y — H y 
(X, (•,•)) es isomorfo a (T, (•,•) 1 ). 

A ( H , (-, •)) se le llama el completado de (A, (•, •)) y es único salvo isomorfis¬ 
mos. 
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NOTA: la unicidad significa que, si existe otro espacio de Hilbert (if 2 , (■, -) 2 ) 
y si H -2 posee un subespacio vectorial W tal que W = H 2 y (A, (•,•)) es isomorfo 
a (W, (•, -) 2 ), entonces ( H , (•, -)i) y (H 2 , (■, -) 2 ) son isomorfos. 

Demostración. Es análoga a la de los teoremas de completamiento de espacios 
métricos y de espacios normados. 

Si X c = {(x„) G X°° | (x„) es de Cauchy}, 

(x n ), (y m ) G X c son equivalentes ((x n ) ~ (y m )) ssi lím \\x k - y k \\ = 0 donde 

k—to o 

|| • || es la norma asociada a (•,•), 

y si H = {{x n ) | (x n ) es la clase de equivalencia con representante (x n ) G X c }, 
se pone, para (x n ),(y m ) G H: 

(( X n ), (j/m)) d - lím (x k ,y k ). 

k—yoo 

El resto de la demostración es similar. □ 


Ej ercicios 

1. ¿Qué significa la desigualdad (C-S-B) en R 2 ? ¿Y en R 3 ? Dé otra demos¬ 
tración de (C-S-B) en estos casos. 

2. Sea X = P 2 [a,b] = {p : [a, b] —> R | p es un polinomio de grado < 2}. 

(/, g) = f(x)g(x)dx , para f,g G X. Probar que (A, (•,•)) es de Hilbert. 

Sea Y = {/ G 1 /(a) = 0}. Es Y un SEV de X?. Lo es Z, si Z = {/ G 
X | f es de segundo grado}? 

3. Pruebe que si (X, (•,•)) es un espacio euclídeo; (x n ) G X°°; x,y G X 
entonces: 

(a) y 1 x n Vn > 1, a; n —► x => y ± x 

(b) ||x n || -> ||x|| y (x n ,x) -t ||x|| 2 => x n -> x 

(c) x Ly ^ ||x — ay || = ||x + ay|| Va G K 

(d) x ± y O \\x + ay\\ > ||x|| Va G K. 

4. Sean c[a,b\ = {/ : [a, b] —> C | f es continua}; para /, g G c[a,b ], (/, g) = 

Jn f( x )g(x)dx, ||-|| 2 la norma asociada a (•,•); ||/||oo = máx |/(x)|, C[a,6] = 

a<x<b 

(c[a, 6], || • ||oo). 

(a) Pruebe cjue el operador identidad / : c[a,b\ —► c[a, 6] x i —> Ix = x, es 
continuo si se lo considera C[a, b] —» (c[a, 6], || • || 2 ) 

(b) ¿ Es continuo si se lo considera (c[a, 6], || • || 2 ) —> C[a, b\ ? 

5. Sea (X, (■,■)) un espacio euclídeo complejo. Sea T : X —> X lineal y 

acotado. 

(a) Pruebe que T — 0 <G> (Tx, x) = 0 Vx G X 

(b) Pruebe que no siempre es válido el resultado si X es un EV sobre R. 
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Capítulo 17 


Aproximación de un punto 
con elementos de un 
convexo 


Definición 89. Sea (X,d) un espacio métrico, x £ X y AI C X un conjunto 
no vacio. La distancia de x a M es el número D(x,M) definido por: 

D(x,M) = ínf {d(x,y) \ y £ M} 

Obviamente D(x , AI) > 0. Si queremos aproximar x con elementos de M, 
para todo e > 0 hallaremos siempre un y £ AI tal que 

D(x, AI) < d(x, y) < D(x , M) + e. 

Si de casualidad D{x,M) = 0, podemos aproximar x con elementos de M, con 
la precisión que deseemos. 

Pero surge la pregunta: ¿Existe algún y £ AI tal que d(x, y) = D(x, M)? 

De existir, ese y sería la mejor aproximación de x con un elemento de M. 

Esta pregunta constituye en sí un interesante problema de aproximación: 
“Dado x £ X, hallar, si existe, y £ AI tal que d(x, y) = D(x, AI)". 

Veamos un ejemplo: En R 2 con la distancia usual d 2 sean: 

M = Ah = {l}x]l,2[, x = = (0,2) 

M = M 2 = {-1} x [1,2,5], x = (0,2) 

M = M 3 = {(xi,x 2 ) G R 2 | x\ + (x 2 — 2) 2 = 4},x = (0,2) 

Veamos que D(x, AI) = 1 y que $y — (3/1,2/2) G Ah tal que D(x, Ah) = d2(x, y); 
D(x,AI 2 ) = 1 , y y = (- 1 , 2 ) G M 2 y D(x,AI 2 ) = d 2 {x,y) = 1 D(x,M 3 ) = 2, 
el gráfico de AI¿ es la circunferencia de radio 2 y centro ( 0 , 2 ) y por lo que 
Vy = (2/1,2/2) G M 3 , d(x, y) = D(x, M 3 ). 

La respuesta a la pregunta es pues muy diferente en cada ejemplo. Veremos 
que si trabajamos en un espacio euclídeo y si M es cerrado y convexo, se tiene 
un resultado de existencia y unicidad para el problema. 

Precisemos algunos conceptos: 
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1. Sea X un espacio vectorial. Dados xq,Xi G X se llama segmento de 

extremos xq y X\ y se lo nota [xo, x{\ al conjunto 

[xo, x\\ = {x t G X | x t = tx i + (1 - t)x o, t G [0,1]} 

2. A cada x t , con t G [0,1] se le llama combinación convexa de xq y x\. 

3. Un subconjunto no vacío M de X es convexo ssi 

Mxq,x\ G M, [xq,x\\ C M. 

NOTAS: 

1. Todo subespacio vectorial de X es convexo. 

2. La intersección de convexos es un convexo. 

3. La unión de convexos no es necesariamente convexa. 

En el ejemplo con M = M 2 = {—1} x [1; 2,5], x = (0,2) vimos que existe 
un único punto, en este caso y = (—1,2), que es solución del problema de 
aproximación siguiente: Dado x G X, hallar y G M tal que d 2 (x,y) = D{x,M). 

En este caso el segmento [x,y] es perpendicular al conjunto M que es el 
segmento [(—1,1), (—1; 2,5)]. Notemos que M es un conjunto convexo y cerrado, 
lo que no sucede si M G {Mi,M 3 }. Resulta que estas dos condiciones son 
suficientes para garantizar la existencia y unicidad de solución al problema de 
aproximación mencionado. Tenemos el siguiente teorema. 

Teorema 90 (del Vector Minimizante). Sea (X, (•,•)) un espacio euclideo y 
M ^ 0 un conjunto convexo y completo (con la métrica d asociada a || • ||, la 
norma asociada a (•,•))■ Entonces 

\/x G X 3ly G M tal que ||x — y\\ = ínf ||x — n|| = D(x,M) =: 6 
Demostración. a) Existencia: 

Por la definición de ínfimo, existe una sucesión (y. n ) G M°° tal que: 

S„.S con S n = ||x - y n \\ Vn > 1 (1). 

Probemos que (y„) es de Cauchy. 

Sea e > 0 cualquiera. 

Debemos hallar N G N tal que n,m > n => \\y n — y m \\ < e. 

Pongamos v n = y„ — x Vn > 1, así tenemos que: 

lluill = s n y ||u„+u ro || = 11 Pn d - Vm 2x11 = 2|| \(y n + y m ) - x|| Vn > 1 (2) 

(2) es cierto, pues M es convexo, y por tanto \{y n + Vm) G M Vn, m> 1 

Por la Identidad del Paralelogramo tenemos que: 

II y n - VmW 2 = K - n m || 2 = -|| y n + y m \\ 2 + 2 (||x n || 2 + ||x m || 2 ) 

<-(2ú) 2 + 2(ú 2 +e) 

= 2 (%- S 2 ) + 2 {S 2 m - ó 2 ) (3) 

De (1) puesto que S n —> 5 
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e 2 

3Ni G N tal que: ||á 2 — (5 2 || < — 

Así junto con (3) y tomando N := Ni se tiene que: 

|| Un - Vm || 2 < e 2 V?1,TO > N 
o \\yn - UmW < eVn,?n > N (4) 

Puesto que e > 0 es arbitrario, (4) prueba que (y n ) es de Cauchy. Como 
M es completo, (y n ) es convergente, i.e., 3 y € M tal que: y n —> y, y por 
tanto se tiene que: 


\\x-y\\ > S 

De nuevo, por (1) tenemos que: 

||a; — y || < ||® — y n || + || y n + y | Por la desigualdad triangular. 
= dn + \\y n + y\\ Por (2) 

Tomando el límite cuando n —> oo, entonces: 

\\x-y\\ < S 


Por tanto: ||® — y || = 6. 

b) Unicidad: Supongamos que 3 y,y 0 € M tales que: 

lk-2/|| = ¿ y lk-yoll = ¿ 

Probemos que y = yo- 

Por la Identidad del Paralelogramo, tenemos que: 

lly-i/oll 2 = ||(»-*)-(yo -*)|| 2 

= 2|| y ®|| 2 + 2|| y 0 - ®|| 2 - ||(2/ - x) + (yo - ®)|| 2 

= 2 S 2 + 2á“ — 4||-(y + yo) — ®|| 2 

Puesto que \(y + yo), tenemos que: ||\{y + yo) — ®|| >6 
Y por tanto: 

\\y - yo|| 2 < 2á 2 + 2<5 2 - 4<5 2 = 0 

Obviamente \\y — yo|| > 0 
Luego: 


Vo = y- 


□ 


Si M es un subespacio vectorial Y de X, dado x € X, el y € M del teorema 
se obtiene bajando una perpendicular de x a Y: 


96 



Corolario 91. Si M = Y un subespacio vectorial de X, entonces Va; 6 X, 
poniendo z = x — y, se tiene 

z -L Y; es decir \/v £ Y; z _L v. 


Demostración. Por el absurdo, supongamos que z / Y, así 3yi £ Y tal que: 

(z,y 1 )=/3^0 (1) 

Claramente, y 1 ^ 0 , pues de otra forma (z, y\) = 0 y no es el caso. 

IIz - ayxW 2 = (z- ayi, z — ayi) 

= {z, z) - a(z - ayi) - a [(yi,z) - 5 (t/i, yi)] 

= (z, z) -aP-a\p - a(j/i, j/i)] • 

Si tomamos a de modo que la expresión entre corchetes se anule, es decir a = 
B 

(í/i, 2/1 >’ 

Por el Th. del vector minimizante tenemos cjue: ||z|| = ||x — y\\ = S y así: 


\ z -a yi r = \\zr 


(2/i, 2/1} 

z - ayi\\ <6 


<6 2 


Lo cual es contradictorio, pues si: z — ayi = x — y -2 donde yi = y + ayi £ Y, 
por la def. de ó se tiene que: 


\ x ~ 2 / 21 | > $ 


Luego, z -L Y como queríamos. 


Aniquilador y complemento ortogonal 

Sea (X, (•,•)) un espacio euclídeo. Sea M C X un conjunto no vacío. El 
aniquilador ortogonal de M es el conjunto Ai x , definido por: 

Aí ± = {x £ X \ x -L y \/y £ M} = {x £ X \ (x,y) = 0 \/y £ M} 

La segunda igualdad explica el nombre y la primera la notación de M 1 -. Este 
conjunto M 1 - es en realidad un subespacio vectorial cerrado de X: 

Teorema 92 (Propiedades de M 2 -). Sea (X, (•,•)) un espacio euclídeo y sea 
M C X, A i 0. Entonces: 

1. M 1 - es un SEV cerrado de X. 

2. Si ponemos M 2 - 1 - = {XI a -) 1 -, entonces M C M 1 - 1 -. 

3. Si M = Y un SEV de X, entonces Y n Y 1 - = {(9}. 

4- Si X = H un espacio de Hilbert y si M = Y un subespacio vectorial cerrado 
de H, entonces Y = Y 1 - 1 -. 
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Demostración. 1 y 2 los proponemos como ejercicio. 

3. Probaremos Y fl Y 1 - C {0}. Sea y G Y n F x , vamos a probar que y = 0. 

y G Y (~l Y J ~ => y G F y \/v G Y, (y, v) = 0. 

Si tomamos v = y, se tiene entonces que (y, y) = 0, por lo tanto ||yj| 2 = 0, 
lo que implica y — 6. 

4. a) Probaremos Y C Y- 1 - 1 . 

Sea x G Y. PD x G F- 1 - 1 . 

x £ Y => x _L Y JL . 

por lo tanto x € es decir x € F xx . 

b) Probaremos F x± C Y. 

Sea x G F XJ - PD x G F . 

x G Y ±J - => 3 \y £Y,z£ F x =: F tal que x = y + z 

(por 2 de la nota y porque F C F xx .) Luego, z = x — y, además, 
considerando que x G Y^- 1 - y que y G F C F 2 - 1 , se tiene que 2 G 
F- 1 - 1 -, así 2 J_ F- 1 -, pero 2 G F 2 -, luego 2 X 2 , así 2 = 0, por tanto 
x = y, con lo que x G F. 

□ 


NOTA: 

1. Si Y es un subespacio vectorial de X, el aniquilador Y 1 - se lo llama com¬ 
plemento ortogonal de Y. 

2. Si X = H un espacio de Hilbert y si Y es un subespacio vectorial cerrado 
de H, entonces H es la suma directa de F e F 2 -, i.e. H = Y © Y- 1 . 
Recordemos que en Algebra Lineal si X es un EV y si Y,Z son dos espacios 
vectoriales de X, se dice que X es la suma directa de Y y Z y se escribe 
X = Y®Z, si 

Ver G X 3\y G F, y 3lz G Z tales que x = y + z. 

En este caso se dice que Y es el complemento algébrico de Z en X y 
viceversa, o que Y y Z son algébricamente complementarios en X. 

Demostración. Sea x G H. Debemos hallar y G F, 2 G Y 1 - únicos tales 
que x = 2 + y. 

La existencia la da el corolario del Teorema del Vector Minimizante. Para 
ver la unicidad, supongamos que existen 

yi, 2/2 G F, 21 , 22 G Y 1 - tales que x = yi + 2 i = y 2 + 2 2 . 

Entonces 

2/1 - 2/2 = ^2 - z 1 GFnF 1 

(porque F y Y 1 - son SEV de H). 

Pero 3 del Teorema anterior nos da que 

2/i - 2/2 = 22 - 2i = 0 

de donde y\ = y 2 y = 22 □ 
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3. Si X = H un espacio de Hilbert, si ponemos Z = Y - 1 , Z es un SEV cerrado 
de H, por lo que también se tiene H = Z®Z A ~, que de hecho es H = Z®Y, 
porque Z 1 - = Y- 11 - =7 en este caso. 

4. Si H es de Hilbert y si Y es un SEV cerrado de H, la función P y : H —► 
H , xi-> y, con el y dado por el teorema del Vector Minimizante, se tiene 
que P y es un operador lineal, acotado, ||P y || = 1 si Y ^ {0}. 

A P y se le llama proyector ortogonal de H sobre Y y se tiene las 
siguientes propiedades adicionales: 

a) P y (H) = Y (i.e. Im(P y ) = Y), P y (Y) = Y, P y {Y±) = {9} 

b) Py = P y (i.e. P y es ídem-potente) 

c) Py \ y es la identidad de Y a Y 

5. Por 3 de la nota, se tiene obviamente el operador P z : H —>• H, i4z, 
que es el proyector ortogonal de H sobre Z = Y que tiene propiedades 
análogas a las de P y . 

El Teorema del Vector Cero y el Lema de Totali¬ 
dad 

Frecuentemente necesitamos saber, dados x £ X o u-\ , «2 € X si x = 9 o 
si ií-| = ii 2 . Si X es un espacio vectorial los problemas son equivalentes, pues si 
ponemos x = u± — i ¿2 vemos que 


X = 9 iíi — U2 = 9 <t=> U\ = U2- 


Ahora bien, si X es un espacio euclícleo, notemos cjue X a - = {$}, por lo que 

x = 9 <t=> x € X a - x _L y \/y £ X 4$ (x, y) = 0 \/y £ X. 

La última equivalencia nos da la idea de verificar indirectamente si x = 9, 
verificando como redireccionar x, multiplicándolo escalarmente por diversos y G 
X. 

Para que x ^ 9 basta que 3y € X tal que (x, y) ^ 0. 

Nos preguntamos si es posible aflojar la condición: 

(x,y) = 0 Vy £ X 

restituyendo X con un subconjunto M. ¿Qué condiciones exigir a M para tener 
el resultado siguiente? 


x = 9 <t=> (x,y) = OVy £ M 

la respuesta inmediata es que basta que M sea denso en X pero resulta que este 
requisito se puede debilitar aún más. 

Si A C X es total (es decir si Gen(A) es denso en X) se tiene que 

x = 9 <t=> (x, y) = 0 \/y £ M. 


En resumen tenemos el 
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Teorema 93 (del Vector Cero). Sea ( X , (•,•)) un espacio euclideo, sea x £ X, 
M C X un subconjunto denso en X (i.e. M = X), sea A C X un subconjunto 
de X total en X (i.e. Gen(A) = X). Entonces: 

(i) x = 9 4$ (x, y) = 0 My € X 

(ii) x = 9 <=> (x, v) = 0 Mv £ M 

(iii) x = 6 (x, w) = 0 Mw £ A 

Demostración, x = 6 => (x, y) = 0 My £ M es obvio, por lo que en los tres casos 
nos basta probar la recíproca. 

(i) Supongamos que (x, y) = 0 My £ X. Probemos que x = 9. 

Basta tomar y = x, entonces (x, x) = 0, y por ende x = 9. 

(ii) Supongamos que (x,v) = 0 \/v £ M. 

Por (i) basta probar que My £ X, (x,y) = 0. 

Sea y £ X. Como X = M, existe (v n ) £ M°° tal que v n —> y. 

Como Vn > 1 v n £ M, entonces: (x,v n ) = 0 ;Vn > 1. 

En esta última igualdad tomamos lím n ^. (X) y por la continuidad del pro¬ 
ducto escalar tenemos que: 

0 = lím (x,v n ) = (x, lím v n ) = (x,y) 

n—too n—t oo 

(iii) Por (ii) basta probar que (x, v) = 0 Vn £ Gen(A), suponiendo que (x, w) = 
0 Mw £ A. 

Sea v £ Gen(A). Entonces existen n > 1; w\, ...,w n £ Ay a\, ...,o¡n G K, 
tales que v = Y^k=í a kU>k- Por lo tanto: 

N N 

(x, v) = (x, ^2 a k Wk) = ^ a k{x, Wk) = o 
k -1 fc=1 

porque Mk £ {1, 2, N}, (x, w k ) = 0, puesto que w k £ A. 

□ 


Como consecuencia de este teorema tenemos el siguiente corolario. 

Corolario 94. Sean (V, (•,•)), M y A como en el teorema; U\,U 2 £ X. Enton¬ 
ces: 

(i) m = u 2 & (u lt y) = ( u 2 ,y ) My £ X 

(ii) iti = u 2 ^ (ui,v) = {u 2 ,v) Mv £ AI 

(iii) ui = u 2 ^ (ui,w) = (u 2 , w) Mw £ A 

Frecuentemente se requiere saber si un conjunto es total. El teorema prece¬ 
dente inspira el siguiente (muy útil) resultado: 

Teorema 95 (de la Totalidad o del Conjunto Total). Sea ( H , (-, •)) un espacio 
de Hilbert. Sea A C H. Entonces: 

A es total o- A 1 - = {9} 
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Demostración. (=>) Supongamos que A es total. Probemos que A 1 - = {0}. 
Obviamente basta probar que x £ A 1 - => x = 9. 

Sea x € A- 1 . Entonces (x, w) = 0 Vw £ A. 

La parte (iii) del teorema nos asegura entonces que x = 9. 

(<t=) Supongamos que A 1 - = {9}. Sea V = Gen(A). Probemos que V = H. 

Por 2 de la nota que sigue al teorema ?? (propiedades de M 3 -), que dice 
que si H es de Hilbert y si Y es un subespacio vectorial cerrado, entonces 
H = Y ® Y- 1 (y por lo tanto Y = H <t=> Y- 1 = {$}), basta probar que 

v ± = W- 

Sea x £ V- 1 . Entonces x ± V. Como A c V, x 1 A, por lo que x £ A- 1 , 
de donde x = 9. Por lo tanto V 1 - = {9}. 

Finalmente V C V => V ± C F 1 = {6»} => V ± = {0} => V = H. 

□ 


Ej ercicios 

1. Sea H de Hilbert, M C H un conjunto convexo, y M ^ 0. Sea (x n ) £ M°° 
tal que 

lím Hay = ínf ||x||. 

n—>-oo x£M 

Pruebe que (x n ) converge. De ejemplos en K 2 y en M 3 . 

2. En (C^, con 

N 

{(zi, ..., Z N ), (u>i, ..., W N )) = ^2 Z k^k^ 

k =1 

sea 

M = {ieC ií |^4 = 1}. 

Pruebe que M es convexo y completo. Halle y £ Ai de mínima norma, (i.e. 
Ildl = máx IIccII, donde || • || es la norma asociada a (•, •)) 

xClM 

3. Halle en M 3 dos subespacios algébricamente complementarios. 

(a) Que sean ortogonales; 

(b) que no lo sean. 

4. Pruebe que si a)0, X = c([— a, a],R) = {/ : [—a, a] —> M | fes continua} 
es la suma directa de X p y X/, donde X p = {/ £ X \ f es par}, X¡ = 
{/el | f es impar}. 

5. Sea (X, (•,•)) un espacio euclídeo AI C X no vacío. Pruebe que: 

(a) M ± es un subespacio vectorial de X 

(b) M 1 - es cerrado. 

(c) M c M^ 1 - 

6. Sea X = K 3 . Halle AI 1 - si: 
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(a) M = {a}, con a € X \ {0} 

(b) M = {u, v}, con {w,z;} C X l.i. 

(c) M = Gen{u,v}, con {it, u} c X l.i. 

7. Pruebe que si Y = {( x n ) G l 2 \ x-¿k = 0 VA; > 1}, Y es un SEV cerrado de 
1 2 {K). Halle Y 2 -. 

8. Sea e n = (S n k)k> i para n € N. Sea Y n = Gen{e i,...,e„} C ¿ 2 (K). Halle 

Y\ 

9. Sea (X, (-, •)) un espacio euclideo. A C X, B C X, no vacíos. Pruebe que: 

(a) A C B => B 2 - C A 2 -; 

(b) A 2 - 2 - 2 - = A 2 - 

10. Sea ( H , (-, •)) de Hilbert, Y C H un SEV de H. Pruebe que 

Y es cerrado Y = Y* 1-1 
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Capítulo 18 

Conjuntos y Sucesiones 
Ortogonales 


Sea (X, (•, •)) un espacio euclideo. 

Definición 96. Un conjunto no vacio M C X es ortogonal ssi: 

Víi, v e M, uyi v => (u , v) = 0 
El conjunto es ortonormal si, además, \/u € M, ||u|| = 1. 

NOTA: 

1. M es ortonormal <t=> 


Vw, v € M, ( u , v) = S uv 


1 si u = v 
0 si u^v 


2. Si M es ortogonal, nada impida que M contenga el vector cero, pero 
tenemos el siguiente lema: 

Lema 97 (Independencia lineal y Ortogonalidad). Si M es ortogonal y 0 ^ M, 
entonces M es l.i. En particular si M es ortonormal, M es l.i. 

Demostración. Sean N > 1, (tq,iqv} C M. P.D. {tq, v^} es l.i. 
Supongamos que para ai,..., a n G K, ]Cfc=i a kVk = 0(*). P.D. \/j > 1, a ? = 0. 
Sea j G {1, N}. Multiplicamos escalarmente los dos lados de (*) por vy. 

(j[l akVk ’ v ^ = 


N 

= r* ^ ) a^ ( Vk * Vj } 0 

fc=i 

(por la linealidad de (•, •) respecto a la primera variable) 

=> otj{vj,Vj) = 0 

(los demás sumandos son 0 porque M es ortogonal) 

=> otj = 0 

(porque(uj,Uj) = ||uj|| 2 ± 0, ya que vj ^ 0) 
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□ 


Definición 98. Una sucesión (v^) C X es ortogonal si: 

Vm, n > 1, m pf n => (u m , u n ) = 0. 

5* además, Vfc > 1 ||i>fc|| = 1, se dice que la sucesión es ortonormal. 

NOTA: Obviamente que el conjunto {vk \ k > 1} que es la imagen de la 
sucesión, será ortogonal u ortonormal, según el caso, si la sucesión (vk) lo es. 

La generalización del concepto de sucesión de elementos de un conjunto X, 
que no es sino una función N —> X, es la de conjunto indexado o familia 
de elementos de X. En este caso se toma un conjunto no vacío fí de índices 
(por ejemplo fí = {1,..., N }, Q = N, íl = [1,2], etc) y a toda función v : O —► 

X, w K > v w , que se nota (v w ) we n o simplemente (v w ), se le llama familia de 

elementos de X o conjunto indexado de elementos de X con índices w £ D. 
Abusivamente se nota (v w ) C X para decir que es una familia de elementos de 
X. 

Definición 99. Sea fí ^ 0 rtn conjunto de índices y sea (v w ) we n una familia 
indexada de elementos de X. 

1. (v w ) we n es ortogonal <t=> Va, ¡3 £ fl, a ^ f3 => (v a , vp) = 0 

2. (v w ) W £q es ortonormal Va, ¡3 e O, (v a , vp) = ó a p 

NOTA: Si (v w ) we n es ortogonal u ortonormal, su imagen que es el conjunto 
{v w | w £ fl} también lo será. 

Son muy útiles los siguientes resultados. 

Teorema 100 (de Pitágoras). Wx,y £ X, 

(x,y) = 0^\\x + y \\ 2 = \\xf + \\yr 

Demostración. Sea x,y £ X tales que (x,y) = 0. 

\\x + y\\ 2 = {x + y,x + y) 

= (%, x) + (x, y) + {y, x) + ( y , y) 

= INI 2 + NI 2 , _ 

puesto que (x, y) = 0, (y, x) = (x, y) = 0 = 0 


□ 


Teorema 101. Sea Y C X un SEV y sea x £ X. Entonces 

x _L Y <í=> (x,y) = 0\/y £ B 
donde B es una base de Hammel de Y. 

Demostración. (=>) Es obvio, por definición il Y <í=> (x, z) = 0 \/z £ Y. 
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(<í=) Sea x G X tal que (x, y) = O Vy G B. Vamos a probar x L Y. Sea z G Y. 
P.D. (x, z) = 0. Sea B una base de Hammel de Y. Entonces existen N > 1, 
Vi, ■■■ ,Vn € B, <*!, ...,a N G K tales que 2 = J2 k =i a kVk- 
Entonces 

N N 

(x, z) = (x, ^ a k y k ) = ^2 &k( x > Vk) = °- 

k —1 fc=1 

□ 


NOTA: En particular si iq, ...,Vn G A son N vectores l.i. y si 
Y = Gen{v\, ...,Vn}i entonces: 

x í Y <t=> (x,Vk) = 0 VA' G {1..... .V}. 


El Problema de la Proyección 


Dado un subespacio completo Y de un espacio euclídeo ( X , (•, •)), sabemos 
que Ver G X 3\y G Y tal que z = x — y Y Y y que y es la mejor aproximación 
de x con elementos de Y. 

Desearíamos poder calcular ese vector y para un x dado. La solución es sencilla 
si Y es un SEV de dimensión finita, digamos n, y si Y está dotado de una base 
ortogonal {ei, e n j. 

Sean oq,a„Gl tal que el y buscado se exprese mediante 

n 

y = ^2 a j e í 
3 =1 

Sabemos que si z — x — y, entonces z _L Y. 

Por la nota que sigue al teorema anterior esto significa que 

Vk G {1, n}, z i e k 


Pero entonces Vk G {1, ...,n}, 


n 

{ X - y ^ajej,e k ) = 0 <G> 
i =1 

=> 

=> 


(x, efe) - y^Qj(ej,e fc ) = 0 
i -1 


(x, e^) C^ki^ki &k) 0 


oik 


{x, 6k) 

IÑT 


Si la base es ortonormal, tendremos entonces que a k = {x, e k )- Tenemos entonces 
el siguiente Lema. 

Lema 102. Sea (e ra ) C X una sucesión ortonormal. Para n > 1, sea Y n = 
Gen{e\ ,..., e n }. Sea x G X. Entonces, si ponemos: 


n 

Un = e k) e k, Z n = X-y n 

k =1 


se tiene que 

n 

y n = Py n x, z n Y Y n , \\y n \\ 2 = ^ |(:r,e fc )| 2 . 

fc =1 
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Queda por verificar la última igualdad: 


hn\\ 2 = C^{x,e j )e j ,^{x,e k )e k ) 

j~ i fc=i 

n n 

= s }2^2( x , e j )( x ,e k )5 jk 

j —i fe=i 

n 

= ^2( x ,ek)( x ,e k ) 

k =1 
n 

= 5Zl^’ efe ^ 2 - 

fc=i 

Podemos ahora probar el siguiente teorema (muy importante): 

Teorema 103 (Desigualdad de Bessel). Sea (X, (•,•)) wn espacio euclideo, 
(e ra ) C X «na sucesión ortonormal. Entonces 

OO 

Vx G X, ^ | (a:,e fe ) I 2 < |N| 2 - 

fc=i 

Nota: A los números a k = ( x , e k ) se los llama coeficientes de Fourier de x, 
respecto a la sucesión ortonormal (e k ). 

Demostración. Con las notaciones del lema, 

\/n >ly n ±z n , x = y n + z n 

por lo que (Th. de Pitágoras) 

\\x \\ 2 = \\y n \\ 2 + \\zn\\ 2 Vn>l. 

De donde 

INI 2 > \\y n \\ 2 Vn > 1 

(porque || 2 n || 2 > 0). 

Por el lema anterior 

n 

hnW 2 = Y\{ x i e k)\ 2 < Nll 2 Vn > 1. (18.1) 

k =1 

Tomando lím se obtiene la desigualdad buscada. □ 

n—>■ oo 

El Método de Ortogonalización de Gram-Schmidt 

Los resultados precedentes muestran la utilidad de familias finitas o sucesio¬ 
nes ortonormales. 

Dados, por ejemplo, N vectores l.i. (X G N), v\ ,...,Vn sería interesante hallar 
N vectores ortonormales e±,e^ tales que: 

Gen{v i,..., vn} = Gen{e i,..., e^r} 

Esto se puede lograr fácilmente, gracias al Método de Gram-Schmidt: 
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Teorema 104 (Método de Gram-Schmidt). Sean ( X , (-, •)) un espacio euclídeo; 
N G N; v\,...,vn, N vectores l.i. Entonces existen N vectores ortonormales 
ei,ejv, toZes gire: 

Vn G {1,IV}, Gen{vi, ...,v n } = Gen{e i, ...,ejv}. 

NOTA: Naturalmente el resultado es válido si en vez de N vectores l.i. se 
tiene una sucesión (v n ) de vectores l.i. En este caso existe (e n ) una sucesión 
ortonormal tal que: 

Vn G N, Gen{vi, ..., v n } = Gen{e i,..., ejv}. 

Demostración. (Por Inducción) 

Sea ei = ^—jj-i% Entonces ||ei|| = 1 y Gen{vi} = Gen{e i}. Sea n > 1. Supon¬ 
gamos que el resultado es válido para n, es decir, existen n vectores ortonormales 
ei,..., e n tales que: 

Vn G {1,..., N }, Gen{vi, ...,v n } = Gen{e i, ...,e N }. 

Probemos cjue el resultado es válido para n + 1: Sea 

n 

^n+l = ^n+1 ^ '. {Vn+li ^k)^k 

fc= 1 

Entonces, por el lema que precede al Th. de la Desigualdad de Bessel, 
w n + 1 -L Gen{ei, ...,e„}. 

Obviamente w n+ i ^ 0 (si no, se tendría una contradicción con la hipótesis de 
que v\, ...,v n+ i son l.i.). 

Si ponemos e n+ i = tt - n -||'u: íl+ i||, se tiene entonces que e n+ i ± Gen{ei,..., e n j 

lkn+i|| 

y que ||e n+ i|| = 1 y {ei, ...e„,e n+ i} es ortonormal. □ 

Ej ercicios 

1. Pruebe que todo EV euclídeo de dimensión finita, posee una base orto- 
normal. 

2. Use (??) de la demostración del Th de la Desigualdad de Bessel, para 
probar la Desigualdad de Cauchy-Schwarz-Buñakovski (C-S-B). 

3. De un ejemplo en Z 2 (R) para el cual la desigualdad de Bessel sea estricta. 

4. Sean (A, (•, •)) un espacio euclídeo; n G N y {ei,..., e n j un conjunto orto- 
normal. Sea x € X. Pruebe que: 

N 

l|z- y^{x,e k )e k \\ = nn'n ||x-y||, 

¡S i yein 

donde Y n = Gen{e i,..., ex}- 
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5. Sean ( X , (•,•)) un espacio euclídeo y (e n ) G X°° una sucesión ortonormal. 
Pruebe que 

OO 

\/x, y € X, E |(a;,e fc }(y,e fe )| < ||x|| • ||y||, 

fc=i 

si || • || es la norma asociada al producto escalar (•, •). (Sugerencia: use la 
desigualdad (C-S-B) y luego la de Bessel). 

6. Sea (X, (•, •)) un espacio euclídeo, ^ 0 un conjunto infinito de índices y 
{e w € X | w € 11} una familia ortonormal. Sea x € X. Pruebe que 

a) Vm G N, el conjunto {w € fí | \{x,e w )\ > —} es finito. 

b) {u; | ( x,e w ) ^ 0} es finito o numerable. 

(Sugerencia: use la desigualdad de Bessel). 

7. En R 3 ortonormalice el conjunto {üt, 'v 2 , ^1} si üf = (0,1,1), Ü 2 = (1, 0,1), 

V3 = ( 1 , 1 , 0 ). 

8. En (c[— 1,1], (•, •)) con (/, g) = f* f(x)g(x)dx ortonormalice los conjuntos 
l.i. {vi,v 2 ,v 3 } y {w 1 ,w 2 ,w 3 }, si v k (t) = t k , w k (t ) = t 2 ~ k , k G {0,1,2}. 
Compare los resultados. 
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Capítulo 19 

Series de Fourier 


Sea (A, (•,•)) un espacio euclideo de dimensión N < oo. Entonces siempre 
podemos hallar una base ortonormal B = {ei,ejv}- (Basta ortogonalizar 
cualquier base {iq, ...,vn} usando el método de Gram-Sclnnidt). 

Entonces, cualquier vector x € X puede escribirse: 

N 

X = y^( X ’ e k) e k 

k =1 

A la expresión de la derecha la llamamos suma de Fourier de x respecto a 
{ei,e¿v} y a cada coeficiente ( x , e*,), coeficientes de Fourier de x respecto 

a efc, 1 < k < N. 

Si (A, (•, •)) es un espacio euclideo de dimensión infinita y si (e n ) C X es una 
sucesión ortonormal, para Va: £ X y para cada k € N podemos calcular (ae*,) 
el coeficiente de Fourier de x respecto ae^y escribir la serie: 

OO 

y ^(x,e k )e k 
k =1 

llamada serie de Fourier de x respecto a (e„). 

Nos preguntamos: 

1. Converge la serie? 

2. Si la serie converge, digamos hacia s 
x = s ? 

Para responder estas preguntas veamos algunos resultados concernientes a 
series de la forma: 

OO 

^ ^ Qk&k 
k =1 
n 

con (o¿k) CK. Ponemos s n = E ccfee fc . 

k— i 

Teorema 105. Sea H un espacio de Hilbert, (e*) C H una sucesión ortonormal 
y (afc) C K. Entonces: 


es decirs = lím > (x, ek)ek 

n—too ■ É -— J 

K fc=i a 
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oo 


oo 


1. Oí^ek converge <t=> |«fc| 2 < oo. 

fc=i fe=i 

ü. Supongamos que converge 

OO 

^ ( rTfcCfe —• 
fc=l 

Entonces 

Vfc S N, a fc = (s,efe), 
por lo que se puede escribir 

OO 

s = y ^(s,e k )e k - 

k =i 


oo 

3. \/x G H, y^( x,ek)ek, la serie de Fourier de x respecto a (efe), converge. 

fc=i 


Demostración. 1. Sean, para n > 1, s„ 
Por definición de serie 


n 

fc=l 


Ei^i 2 - 

/c=i 


= lím 

71 . —V(Y) 


E 


a* 


lím 

n—>oo 


fe=1 fc=l 

Como (s n ) G íf°°, (cr„) G R°°, y como Hyl son completos, 

(s„) converge <=> (s„) es de Cauchy 

(cr„) converge (ct„) es de Cauchy 

Debemos entonces probar que 

(s„) es de Cauchy (cr„) es de Cauchy 

Esto resulta de que si n > m > 1: 


n m 

^ ^ ^k^k ^ ^ C^k^k 
k= 1 1 

n 2 

^ ^ C^k^k 
k=m-\- 1 

n n 

= ( y^ ct¿e¿, y^ a j e j) 

i=m-\- 1 j=m+l 

n 

= E i afe i 2 

fc=m+l 

n m 

= Ei^i 2 -Ei a *i 2 

1 /c=l 

= |^"n | • 
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2. Sea k > 1. Entonces 


V?i ^ k , (¿>rz?Cfc) — ( ^ ) CYjCj , e ¡.) — (y.fc 

3= 1 

Tomamos línin-^ y teniendo en cuenta la continuidad de (•, •): 

lím (s„, e fc ) = a k => ( lím s n , e fc ) = a fc 

n—>o o n—>oo 

<=> (s, efc) = «fc 

3. Resulta de 1 con («&) = ((ai, efc)), ya que por la desigualdad de Bessel 

( oo \ oo 

X] K a b e fc)| 2 ^ IM| 2 I. la serie X! \( x ’ e k)\ 2 converge. 

k= i / fc—i 

□ 

N 

Vimos que en caso de espacios de dimensión finita TV, x = E (x,e k )e k y nos 

fc=i 

gustaría saber si algo análogo acurre y bajo qué condiciones en los espacios de 
dimensión infinita. Nos preguntamos entonces: 

OO 

¿Cuándo x = s = ^^(x, efc)efc ? 

fc=i 

Obviamente que no siempre. Veámoslo en el siguiente ejemplo: 

Ejemplo 106. Si ( f n ) es ortonormal y si ponemos (e n ) n >i = (/„+ 1 ) = (/ 2 , já, • ••) 
y x = f\ tendremos que: 

OO OO 

s = £<*> e *^ efe = E<A./fc+i)/fc+i = ° ^ h = x 

k= 1 fc=l 

Notemos que como s = lím s n y como s n G Genje^ | A: > 1} entonces 5 G 

n—»-oo 

Ge?r{efc | k > 1}. Esta observación justifica el siguiente resultado para garantizar 
que x = s\/x £ H. 

Teorema 107. Sea H de Hilbert y sea (e„) C lí una sucesión ortonormal. 
Entonces: 

OO 

Vx € íf, x = y](x,efc)efc {efc | /c > 1} es total. 

k= i 

Es decir si y solo si H = Gen{ek \ k > 1}. 

NOTA: Por el Th. del Conjunto total tendremos que: 

OO 

\/x G H, x = ^2(x, e k )e k O {e k \ k > 1}^ = {#}. 
k =1 

Los resultados precedentes se pueden generalizar para familias ortogonales 
infinitas más grandes que numerables. 

Por el ejercicio 6 del capitulo 16 tenemos el siguiente lema: 
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Lema 108. Sean (X, (•,•)) un espacio euclideo, íl ^ 0 un conjunto infinito de 
índices y {e w £ X \ w £ fi} una familia ortonormal. Sea x £ X. Entonces 
{w € íl | (x , e w ) 0} es finito o numerable. 

Definición 109. Dado un espacio de Hilbert H y {e w £ H \ w £ íl} una familia 
ortonormal infinita, para x £ H numeramos el conjunto: 

{e w £ H | (x, e w ) w £ 0} =: E(x), 


es decir podemos escribir E{x) = {e Wk \ k £ N} y diremos que 

OO 

^ ^ { x i e Wk) e Wk 
fe =1 


es la serie de Fourier de x respecto a la familia {e w £ H \ w £ íl}. 


NOTA: 


1. Es fácil probar (ver Kreyszig, pág 165-166) que s 
depende del ordenamiento tomado. 


OO 

^ e Wk )e Wk no 

fc=i 


2. La pregunta,¿Cuándo x = e w k ) e w k ^ se responde análogamente: 

cuando {e w £ H \ w £ 12} es total, es decir si Gen{e w \ w £ 0} = H. 


3. Se puede probar que: 


{e w £ H \ w £ íl} es total \/x € H, ^ |(x, e Wk )\ 2 = ||x|| 2 

fc=i 


llamada identidad de Parseval. 

Demostración. (=>) Supongamos que {e w £ H \ w £ íl} es total. 
Numeremos el conjunto: 

{e w £ H | (x, e w ) ^0, w £ 0} =: E(x), 

y definamos y £ X por: 


OO 

V = ^2{x,e k )e k ( 1 ). 

fc=i 


La convergencia de la serie, está dada por el Teorema 105. 

Probemos que x — y _L {e w £ H \ w £ 11} y así x = y pues {e w £ H \ w £ 

íl} ± = {9}. 


Para cualquier ej £ {e w £ H \ (x, e w ) 0, w € íl} se tiene que: 

OO 

(x - y, ej) = (x,ej) - ^(x, e k )(e k , ej) = (x,ej) - ( x,ej) = 0. 
k =1 
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Análogamente, para cualquier v G {e w G H \ w G O} tal que v {e w G 
H | (x,e w ) 7 ^ 0, w £ 12}, es decir, (x,v) = 0. 

OO 

=> (x - y,v) = (x,v) - ^2(x,e k }(e k ,v} =0-0 = 0. 
k =1 

Por tanto, hemos probado que x — y _L {e,„ G -ff | G 12} i.e. x ~ y £ 
{e w £ H \ w £ 12} x 
Por tanto x — y = 0 <=* x = y 
De (1) tenemos que: 

OO OO OO OO 

INI = (^2{x,e k )e k , ^2{x,e m )e m ) = ^(x,e k )(x,e k ) = ^ \{x,e k }\ 2 

k—1 m—1 k—1 k—1 


(4=) Supongamos que ||a;|| = ^ |(a;, e*,) | 2 . P.D. que {e w £ H \ w £ fl} es 

k =i 

total. 

Por el absurdo, supongamos que: {e w £ H \ w £ 0} no es total, así por 
(iii) del Teorema 93 3a; 7 I 0 en H tal que x _L M. 

Para cualquier k £ O se tiene que: (x, e k ) = 0 


=> INI 2 = E K^ e fe)l 2 = o 

fc =1 

Lo cual es contradictorio, pues x 0 y por tanto ||x || 2 7 I 0 Se concluye, 
así que: {e w £ H \ w £ 12} es total. □ 

Ej ercicios 

1. Sea H de Hilbert y (e n ) £ H°° una sucesión ortonormal. 

OO 

Pruebe que si para (a k ) C H, la serie ot k e k converge, entonces 

k =1 

00 00 

E i afc i 2 = n E afcefc ii 

k =1 k=1 

00 

2. Sea (X, (•,•)) un espacio euclídeo y (x n ) G X°° tal que ^ \\x k \\ < oo. 

/c=l 

n 

Pruebe que (s„) es de Cauchy en ( X , (-, •)) si ponemos (s n ) = E x k - 

k -1 

3. Sea H un espacio de Hilbert y (. x n ) £ H°°. Pruebe que 

OO OO 

£> fe || < 00 => y^a:fc converge 
fc=i fe=i 

4. Sea H de Hilbert, (e„) G íf°° una sucesión ortonormal. Pruebe que: 
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oo 


(a) \/x £ H , si ponemos s = ^^(x, &k) e ki entonces x — s X Vfc > 1. 

fc=i 

(b) Sea M = Gen{e¡~ \ k > 1}. Pruebe que Vx £ H se tiene que 

x £ M <*=> x = s. 
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Capítulo 20 

Teoremas de la 
Representación de Riesz 


Dado un espacio vectorial normado ( X , || • || x ) es de sumo interés caracterizar 
a su dual topológico ( X H-llaj') que es el EVN ({/ : X —> K | f es lineal y acotado}, 
|| • Ha,/), donde 

II/IIa/ = sup = sup \f(u)\ = mín{c > 0 | Va: G X, |/(a;)| < c||a:|| x } 

llalla: ||«|| = 1 

Su importancia radica, por ejemplo, en que se puede conocer indirectamente 
si un vector xo G X es cero, viendo cómo reacciona” ante diversos f G X'. 
Concretamente se tiene el siguiente teorema: 

Teorema 110. Sea (X, || • || x ) un espacio vectorial normado, a:o G X. Entonces 
x 0 =9 & f(x 0 ) =0, V/ G X' 

Este teorema generaliza el conocido resultado de Álgebra Lineal: 

Teorema 111. Sea X un espacio vectorial de dimensión finita N G N; Xo G I. 
Sea X* = {/ : X —► K | f es lineal}, el dual algebraico de X. Entonces 

x 0 = 9 & /(x 0 ) = 0 V/Gl* 

Demostración. (•<=) Sean B = {i>i,..., v n } una base de X y Xq G X, así: 

n 

Xo — ^ ' fkVk 
k=l 


=» f(x o) = / 



^ f(x o) = $>/(«*) 

k -1 

Ahora, si ponemos: otk = f(vk) Vfc G {1,..., n}. 
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=> fM = o¿k 

k =1 

Por hipótesis, /(xo) =0 V/ G X*, i.e., para cualesquier elección ai,... a n . 
Por tanto £,• = 0 Vfc € {1,..., n} , y así: Xo = 9 □ 

Este teorema se generaliza fácilmente para dimensión infinita: 

Teorema 112 (del Vector Cero para Dimensión Infinita). Sea X un espacio 
vectorial de dimensión infinita. Sea Xq G X. Entonces 

x 0 = 8^ /(xo) = 0, V/ G X* 

donde X* = {/ : X —► K | f es lineal} es el dual algébrico de X. 

Demostración. (=>) Supongamos que Xo = 9 , entonces f(x o) = 0 para todo 
/ G X* por ser / lineal. 

(<=) Supongamos que /(x 0 ) = 0 V/ G X*. 

Probemos, por el absurdo, que xo = 8. Supongamos entonces que xo 9. 
Sea ei = Xo- Podemos entonces hallar B C X, una base de Hamel de X 
tal que ei G B. 

Entonces Vx G X 

N 

3 ¡N > 2,3!e2, e 3 ,..., e n G B 1 3!ai, 02 ,..., ajv G K tales que x = E 

k =1 

Sea g : X —> K 

X I—> g(x) = «1 

Entonces g es lineal (i.e. g G X*); y g(x 0 ) = ff(ei) = 1. 

Pero esto contradice la suposición de que V/ G X*, /(x 0 ) = 0. 

□ 

Para el caso de que (X, || • H^) sea un EVN, este resultado se mejora sustancial¬ 
mente pues en vez de X* basta tomar X' = {/ : X —i K \ f es lineal y acotado}. 
Caracterizar X' para un EVN puede ser complicado aún para espacios muy co¬ 
nocidos como se vio en secciones anteriores. 

Sin embargo, cuando en vez de un EVN (X, || • || x ) cualquiera, se tiene un 
espacio de Hilbert (H, (•,•)), la caracterización del dual topológico H' resulta 
sencilla, gracias al famoso teorema siguiente: 

Teorema 113 (de la Representación de Riesz I). Sea (H, {•,•)) un espacio de 
Hilbert, || • \\h la norma asociada a (•,•). Entonces 

V/ G H' 3R/ G H tal que /(x) = (x, zfi) Vx G H (20.1) 

Además || z¡ llff = ll/ll H', donde (H r , || • ||#/) es el dual topológico de ( H , | • llff) 

NOTA: El Th. se llama así porque /(x) puede "representarse”mediante 
(??). Dicho de otra manera, / es "representado”por z¡. 

Demostración. Recordemos un par de ejercicios que propusimos antes: 
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i. Ej. 1 

Sean ( X , (•,•)) un espacio euclídeo y z G X. 
Sea / : X —> K, x >-> /(x) = ( x , z). 

Entonces f es lineal, acotado y \\f\\ x ' = H^H® 


2. Ej. 2 

Sea (H, {•,•)) un espacio euclídeo y sean u,v G X. 

Entonces u = v <t=> (u, x) = (v, x) \/x G X. 

Probemos ahora el teorema: 

Sea / G H'\ 

a) Debemos hallar Zf G H tal que f(x) = {x,z¡) \/x G H. 

b) Debemos probar la unicidad. 

c) Debemos probar que \\f\\H' = ||^/||ií- 

1. Existencia: Hay dos casos: 
i. / = 9 (basta tomar Zf = 9) y; 

ü. 

Para hallar z/, en este segundo caso, veamos qué propiedades debería 
tener: 


(a) Zf ^ 9 (si no, tendríamos f(x) = (x, 9) = 0 Vx, por lo que f = 9, que 
no es el caso) . 

(b) Vx G A/"(/), (x, z f ) = f(x) = 0, i.e. z f G A/X/)- 1 . 

(c) Por (a) y (b) se debería tener A f(f) ± X {^}- Y así es, en efecto: 
/ X & => A/"(/) X H y, por lo tanto Aí(f) 1 - X {0}. ( ya que A/(/) es 
un SEV cerrado de H y por 2 de la Nota que sigue al Th. Propiedades 
de M el aniquilador de M, se tiene que H = M(f) ® A Í(f)- L ). 


Tomemos entonces un z G Aí{f) ± \ {0}, y busquemos z¡ de la forma 
Zf = az , con a G K por determinar. 

Como se debe tener /(x) = (x, z¡) Vx G H, tomando, en particular x = z, 
se tiene que: 

f{z) = ( z,z f ) = (z, az) =a||z||^, 


ii i — f( z ) f ( z ) f ( z ) • . 

de donde a = 2 , o también a = 2 , y z¡ = 2 z, necesariamente! 


i H 


i H 


Veamos si un tal z¡ nos sirve. Sea x G H. Probemos cjue, en este caso, 
f(x) = (x, z f ). 

Sea v x = f(x)z - f{z)x. 

Entonces 

f(v x ) = f(x)f(z) - f(z)f(x) = 0, 
por lo que v x G A/"(/). Como z G J\í(f) ± , tendremos entonces que 


0 = (v x ,z) 

= {f(x)z- f(z)x,z) 

= f{x)\\z\\ 2 H - f{z){x,z) 
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esto implica 


/(*) 


= (x, Zf) 

2. Unicidad: Sea / G H' y sean 2:1,22 G H tales que 

/O) = (x, Zi) = {.x , 22} Vx G H. 

Entonces (por el Ej. 2) 21 = z 2 . 

3. Norma de 2 /: \\z f \\ H = \\f\\ri', por el Ej. 1. 

□ 


NOTA: 

1 . Como en la demostración de la existencia, en el caso / 7 ^ 9 tomamos un 
2 G Aí(f) ± \ {0} arbitrario y, por la unicidad de 2/, vemos que 2/ y z son 
colineales, entonces {2/} es una base de A f{f) ± y, por ende, 

dimA/’(/) _L = 1 

2. En el caso dim H = N( 00 , este resultado es obvio, ya que f puede ser 
visto como el operador lineal / : H —> K, y como f 9 1 dim Im(f) = 1, 
por lo tanto la igualdad conocida N = dim Af(f) + dim Im(f), nos da el 
resultado, puesto que dimA í{f) = N — 1 y por ende dimA/"(/) Jt= 1. 

3. Averiguar si X, Y son dos EV ambos sobre K, y si (A, (•, •)) es un espacio 
euclídeo, se tiene que 

Si T : X —> Y es un operador lineal tal que dim Im(T) = M( 00 , entonces 
dim AÍÍT)- 1 = M. 

Para presentar el Th. de la representación de Riesz II, necesitamos introducir 
algunos conceptos: 

Definición 114. Sean X, Y dos EV ambos sobre R (resp. C). Una función 
h : X x Y —> K se llama forma o funcional bilineal (resp.sesquilineal) 
si es lineal respecto a la primera variable [i.e. Vcci,^ G X, \/y G Y, Va G 
R o C, h{xi +x 2l y) = h(x,y) + h(x 2 ,y), h{ax 1: y) = ah{x,y)] 
y es lineal (resp. semilineal) respecto a la segunda variable, [i.e. \/x G X, \/yi,y 2 G 
Y, Va G R. {resp C), h(x, y 1 + y 2 ) = h(x, yx) + h(x, y 2 ), y h(x, ay x ) = ah{x, y x ) 
{resp. h{x,ayx) =ah{x,y 1 ))[. 

Definición 115. Sean X,Y dos EVN sobre IK G {R,C}. Sea h : X x Y —> K 
una forma bilineal o sesquilineal, según el caso. 

1. Si 3c > 0 tal que\/{x,y) G X x Y, \h{x,y)\ < cHxH^Hí/IIj, se dice que h es 

acotada. 
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2. Si h es acotada se llama norma de h y se nota ||/i|| el número 


Aquí | 

NOTA: Es fácil ver que: 

1 . 


= mín{c > 0 | \h{x, y)\ < c|| a: || t/|| y \/{x,y) £ X xY}. 
y || • || y son las normas definidas en X e Y, respectivamente. 


\h(x,y)\ 


sup | h(x,y)\. 


2 . 


vAS IMUIbL ||«||=i, ||v[| B =l 

V(a :,y) £ X x Y, \h(x,y)\ < ||/i||||a?|| a ;|| 2 /|| 1/ 


Teorema 116 (de la Representación de Riesz II). Sean {H\, (•, -)i) y (H 2 , 
dos espacios de Hilbei't, ambos sobre K £ {M,C}. Sea h : Hi x H 2 —> K una 
forma bilineal si K = K. (o sesquilineal si K = C) acotada. Entonces: 


3!5 £ £(7íi,7Í2) tal que\/(x,y) £ H\ x H 2 , h(x,y) = (Sx,y} 2 . (20.2) 

Además ||S|| = ||/i|| ; donde 11511 es la norma de S en el espacio JZ(Hi, H 2 ). 

NOTA: Sea llama así porque la expresión h(x,y) puede ser representada 
mediante (??). 

Demostración. (Idea) Para definir S debemos determinar Sx para \/x £ H\. 
Sean x £ X y la función f x : H 2 —> K, y i —> f x (y ) = h(x, y). 

Entonces f x £ H' 2 el dual topológico de H 2 . 

El Th. de la Representación de Riesz I nos dice entonces que 


3z x £ H 2 tal que My £ H 2 , f x (y) = (y, z x ) 2 


Poniendo Sx = z x , se obtiene el operador buscado. □ 

NOTA: Ver detalles en Kreyszig, pág 192-193. 


Ej ercicios 

1. Pruebe 1 y 2 de la Nota que sigue a la definición 102. 

2. Redacte la demostración del Th. de la Representación de Riesz II. 

3. Sea / £ (M. N y, N > 2, con el producto escalar usual. Halle z £ 

N 

tal que \/x £ R N , f(x) = x¡-Zk • 

fc=i 

4. Sea / £ Halle (z n ) £ l 2 { C) tal que V(x n ) £ l 2 (C), f((x n )) = 

OO 

y^xkZk- 

k=1 

5. Resuelva los ejercicios con que inicia la demostración del Th. de la Repre¬ 
sentación de Riesz I. 
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6. Pruebe que el dual topológico de Z 2 (R) es isomorfo a l 2 (R). 

7. Pruebe que el dual topológico H’ de un espacio de Hilbert (H, (■,■)) es 
también de Hilbert con el producto escalar (•, •)' definido por 

(/, 9Y d = ( z g , z f ), para /, g £ H ', 

donde Zf y z g son dados por el Th. de la Representación de Riesz I. 

8. Pruebe que todo espacio de Hilbert H es isomorfo con su bidual topológico 
H" = ( H')' (i.e. H es reflexivo). 

9. Sea H un espacio de Hilbert, M C H no vacío. 

Sean M a = {/ € H' \ f(x) = 0\/x £ M}, M 1 - = {x£H\x±y\/y£ 
M}. Qué relación hay entre M a y M ±r !. 

10. Sea ( H , (•, •)) un espacio euclídeo. 

Sea h : X 2 —> K, (x,y) >->• h(x,y) = ( x, y ). Pruebe que h es sesquilineal (o 
bilineal si K = K) acotada y halle \\h]\. 

11. Sean X,Y dos EVN ambos sobre K £ {R, C} y h : X x Y —¡>K una forma 
sesquilineal acotada. Pruebe que li es continua. 
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Capítulo 21 


El Operador Adjunto de 
Hilbert 


Entre los operadores lineales continuos, clase aparte la constituyen los ope¬ 
radores autoadjuntos, por sus propiedades en diversos aspectos como en Teoría 
Espectral. Para estudiarlos necesitamos los siguientes conceptos: 

Definición 117. Sean (H i,(-,-)i) y ( H 2 ,(-,-) 2 ) dos espacios de Hilbert ambos 
sobre K. £ {R, C}. Sea T £ C{H\, H 2 ). Al operador T* £ C(H 2l Hi) tal que 

(Tx, y) 2 = (x, T*y)i V(z, y) € H x x H 2 (21.1) 

se le llama operador adjunto de Hilbert del operador T. 

NOTA: 

1. Lo que sigue es válido si I £ {R, C} pero lo redactaremos para el caso 
K = C. Para K = R es similar y debemos entender bilineal donde esté 
sesquilineal y a = a si a £ R, etc. 

2. La definición tiene sentido solo si existe T*. Esto está garantizado por el 
siguiente teorema. 

Teorema 118 (Existencia del Adjunto de Hilbert). T* de la definicón prece¬ 
dente existe, es único y 

iim = iiT||. 

NOTA: 

Ponemos ||T*|| en vez de ||T*|| £(ÍÍ2>Hl) y ||T|| en vez de ||T|| £(/Í1)JÍ2) , para sim¬ 
plificar la escritura. 

Demostración. Esquema Se basa en el Th. de la Representación de Riesz II 
aplicando a la forma sesquilineal 

h:H 2 xH 1 -^K, ( y , x) h(y, x) = (y, Tx) 2 

que es acotada (Pruébelo!) y cuya norma ||ft|| = ||T|| ( verifiquelo!), lo que nos 
garantiza que 3 T* £ C(H 2 ,H\) tal que ||T*|| = \\h\\ y 

h(y,x) = (T*y,x )i \/(y,x) £ H 2 x H x 

T* es el operador buscado. □ 
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Antes de enunciar y probar algunas propiedades del operador adjunto, vea¬ 
mos el siguiente lema, que será útil aquí y en lo sucesivo: 

Lema 119 (del operador cero). Sea X un espacio vectorial y sea (Y, (•,•)) un 
espacio euclídeo, ambos sobre IR £ {IR, C}. Sea Q : X —» Y un operador lineal. 
Entonces, si 0 : X Y es el operador cero: 

1. 

Q = Q& {Qx, y) = 0, V(x, y) £ X x Y 
2. Si X = Y y K = C, entonces: 

Q = 0 <t=> ( Qu, u) =0, Va £ X. 

Corolario 120 (Lema de la Igualdad de Operadores). Si Ti : X —> Y, T 2 : 
X —> Y son dos operadores lineales: 

1. T 1= T 2 & (Ti®, y) = {T 2 x, y), V(®, y)£XxY 

2. Si X = Y y K = C, entonces: 


Ti = T 2 <t=> (Tiit, u) = (T 2 u , u), Va € X. 


Demostración, (del Lema del operador cero). 


1. (=t-) Es obvio. 

(*t=) Sea x £ X. Debemos probar que Qx = 0. 

Como {Qx, y) = 0 \/y £ Y, basta tomar y = Qx y tendremos: 

0 = {Qx, Qx) = ||Qa:j| 2 => Qx = 0. 


2. (=>) Es obvio. 

(*t=) Por 1, para {x,y) £ X x Y arbitrario, probemos que ( Qx,y ) = 0. 
Como {Qu, u) = 0 Víí € X tenemos que: 

(a) Si u = x + y => 0 = {Q(x + y),x + y) = { Qx,x ) + (Qy,y) + 
{Qx,y) + {Qy,x) 

(b) Si u = ix + y => 0 = (Q(ix + y), ix + y) = {Qx, x) + (Qy, y) + 
i{Qx,y) - i{Qy, x) 

Como {Qx, x) = {Qy, y) = 0, de (a) y de (b) multiplicando por {—i) 
{Qx, y) + {Qy, x) = 0 


obtenemos: 


{Qx, y) - {Qy, x) = 0 


, de donde {Qx,y) = 0. 


□ 


Demostración, (del corolario) Se aplica el lema al operador Q = Ti — T 2 . □ 


NOTA: En 2 del Lema y su corolario es esencial la hipótesis K = C: si 
X = K 2 y Q es el giro en ángulo recto, ( Qx,x) = 0 Vx £ X, pero obviamente 
QyóQ. ' 

Podemos ahora enunciar y probar algunas propiedades dadas del operador 
adjunto de Hilbert. 
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Teorema 121 (Propiedades del Operador Adjunto de Hilbert). Sean (H 1 , (•, -)i) 
y ( H 2 , (•, -) 2 ) dos espacios de Hilbej't ambos sobre IK £ {R, C}; S,T £ C(H \, H 2 ), 
a€l. Entonces: 


1. (T*y,x)i = (y,Tx) 2 , V(y, x) £ H 2 x H 1 . 

2. (S + T)* =S* +T* 

3. ( aT )* = aT* 


5. \\T*T\\ = \\TT*\\ = \\T\\ 2 = \\T*\\ 2 

6. T*T = Q^T = Q 

7. Si Hi = H 2 , entonces ( ST)* = T*S* 

Demostración. 1. Sea (y, x) € H 2 x H^. 

{T*y, x)x = (x, T*y)i = (Tx, y) 2 = ( y,Tx} 2 

2. Sea (y, x) € H 2 x H\. Por el corolario precedente basta probar que 
((S + T)*y, x)i = ((S* + T*)y, x)\. 

((S + T)*y,x) 1 = (y, (S + T)x) 2 , Por 1 

= {y,Sx) 2 + {y,Tx) 2 , 

E4-(Propiedad del producto escalar) 
= (S*y, x)i + (T*y, x), Por 1 

= ( S*y + T*y,x ), 

E4-(Propiedad del producto escalar) 
= ((5* + T*)y,x)\. 

3. Sea(y,x) £ H 2 x H\. P.D. ((aT)*y, x) 1 = ((aT*)y,x) 1 . 

(( OíT)*y,x)% = (y,(aT)x) 2 , Por 1 

= (y,ot(Tx)) 2 , 

= a(y,Tx) 2 
= a(T*y,x) 1 , Por 1 
= ( a(T*y),x} 1 

= ((< ñT*)y,x)i 

4. Sea (y, x) £ H 2 x P.D. ((T*)*x,y) 2 = ( Tx,y) 2 

((T*)*x, y) 2 = (x,T*y)i, Por 1 

= (Tx, y) 2 , Por definición de T* 
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5. Vemos que T*T € C(H 1 , Hi), TT* £ C(H 2 ,H 2 ) y, por la desigualdad 
de Cauchy-Schwarz-Buñakovski (C-S-B): 

\/x £ Hi : \\Tx\\l = (Tx,Tx) 2 = (T*Tx,x)i, por 1, 

< ||r*T*|| 1 ||a:|| 1) por (C-S-B), 

< II^tihixIKII^ik 

de donde \\Tx\\ 2 < ^/\\T*T\\ ||x||i Va; € Hi\ y, 
por lo tanto, ||T|| < y/\\T*T\\, y 

\\Tf < ||T*T|| (21.2) 


Por otra parte, ||T*T|| < ||T*||||T|| - ||T|| 2 , ya que ||T*|| = ||T||. 
Esto, con (??) nos da la igualdad buscada 

\\T*T\\ = ||T|| 2 

Finalmente, como T = T**, 

\\TT*\\ = ||T**T*|| = ||T*|| 2 usando (**) en T* en vez de T 

= \\Tf 


6. Es inmediato, por 5. 


7. Sean (y, x ) £ H- 2 x H\ = H x H 

(H = Hi = H 2 , <-, •) = <-, ■)]. = <-, -) 2 ). 


({STYy, x) 


(y, ( ST)x ), por 1 

(y,s(Tx)) 

( S*y,Tx ), por 1, 
(T*(S*y), x), por 1, 
((T*S*)y,x) 


de donde (ST)* =T*S*. 


□ 


Ejemplo 122. Sea H\ = K N , H 2 

usual en los dos casos. 

N 

(Ü^, af)l = y U n Xn\ 
n= 1 


= K m ; N,M £ N, con el producto escalar 



rN 


M fv i \ / !J \ \ 

tf= ... U= ... 6K M 

m=l \VmJ \UM) 

Sea T : K N -> K M , y = T"P un operador lineal acotado (por estar 

definido en un espacio de dimensión finita). 

Sea A = (Tet Te^ ... Te n) la nratrix canónica asociada (T~P = Alt), A £ 
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■Mmxív(K); ét = (1 O ... 0) T , 4 = (O 1 ... 0) T , ..., ^ = (00 ... 1) T . 

Sea B £ A4nxm(^) la matriz canónica asociada a T*. 

Notemos que l£U,x)\ = lt T li¡f, = v T y, viendo a los miembros de la 

derecha como productos de matrices con ~it T y lt T las transpuestas de u y ~Ó, 
resp ect i varnent e. 

Lema 123. 

—T 

B = A 

Demostración. Se requiere del resultado siguiente: 

Lema 124 (Igualdad de matrices). Sean M,N € N; C,D € Mmxn■ Entonces 
C = D^ = lt T Df Va^ £ K n £ K M 

Sean l/ £ K M . Como: 

{T#,t)2 = {At,th = (AltfJ = lt T A T J;y 

= &,Bt) i = ^ T B\f, 

Al ser iguales los primeros miembros de estas dos expresiones, lo serán también 
los últimos, es decir: V"áf £ K N , l/ £ K M , !¿ T A T ^J = üfrB^. El Lema ?? nos 
da entonces que: 

A t = B, 

de donde B = A T . □ 

En Álgebra Lineal, si N = M y A = A T , se dice que A es una matriz 
hermitiana (simétrica si K = K). 

Definición 125. Sean ( H , (•, •)) un espacio de Hilbert sobre K £ {K,C} ; y T £ 
C(H : H) =: C{H). Se dice que T es autoadjunto o hermitiano si T* = T. 

NOTA: En el ejemplo anterior con H = K N , N = M, si 

T es autoadjunto =>■ A es hermitiana (simétrica si K = K) 

Teorema 126 (Propiedades de los operadores autoadjuntos). Sean (H, (•,•)) 
un espacio de Hilbert sobre K £ {M,C}, y S,T £ C(H). Entonces: 

1 . 

T es autoadjunto => (Tx, x) £ R. Va; £ H 

2 . 

'K = Cy(Tx,x)£M.\/x£H=$- T es autoadjunto 


3. Si S y T son autoadjuntos, entonces: 

ST es autoadjunto <í=> ST = TS 

4■ Sea ( Tn ) C C(H) una sucesión de operadores autoadjuntos tal que: 

\\Tn-T\\^0. 


Entonces T es autoadjunto. 
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Demostración. 1. Supongamos que T es autoadjunto. Sea x £ H. Entonces: 


(Tx,x) = (x,Tx) 

= (T*x,x) 

= (Tx,x) 

=> (Tx, x) £ R. 

2. Supongamos que K = Cy que \/x £ H, (Tx, x) € R: 
Usemos 2 del lema del Operador Cero. Sea x £ H. 


= (Tx,x) porque (Tx,: r) £ R 
= (x, T*x) por definición de T* 

= (T*x,x). 


TS ya que S y T son autoadjuntos 

Entonces, (ST)* = ST <£> ST = TS 

4. P.D. T = T*, es decir que \\T — T*|| = 0. Como: 

í \\T*n — T*\\ = \\(Tn — T)*\\ = \\Tn-T\\ 

Vn > 1 < T - T* = (T - Tn) + (Tn - T*n ) + ( T*n - T*) 

{T*n = Tn 

entonces: 

0<||T-r*|| < \\T-Tn\\ + \\Tn-T*n\\ + \\T*n-T*\\ 

= ||T — Tn\\ + 0 + \\Tn — T|| Vn > 1 

Pasando el lím^oo, el Th. del sánduche nos da: ||T — T*\\ = 0. 

□ 


P.D. (Tx,x) = (T*x,x) 
(Tx, x) 

3. Por 7 del Th. anterior: 

(ST)* = 


Ejercicios 

1. Redacte detalladamente la demostración del Th. ?? de existencia del ope¬ 
rador adjunto de Hilbert. 

2. Demuestre el lema ?? de la igualdad de matrices, enunciado en el ejemplo. 

3. Demuestre la siguiente generalización del lema del Operador Cero: 

Lema 127. Sea X un espacio vectorial normado, (Y, (-,-)) un espacio 
euclídeo, ambos sobre K G {R,C}. Sea Q G C(X,Y). 

Sean U C X y V C Y tales que U = X, V = Y; L C X y M C Y tales 
que Gen(L) = X, Gen(M) = Y. (i.e. U y V son densos, L y M son totales 
en X e Y, respectivamente). Entonces: 
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a) 


Q = O <G> (Qu, v) = 0 Vw G U, \/v G V 
-t=> (Qr, w) = 0 Vr G L, \/w G M. 


b; 


SiK = C yX = Y, Q = 0 & (Qu, u) = 0 Vu G U 

(Qr, r) = 0 Vr G L 

4. Enuncie y demuestre un corolario análogo al del lema del operador cero 
para el lema del ejercicio 3. 

5. Pruebe que 0* = 0 y que I* = I. 

6. Sea H de Hilbert, T G C(H) biyectivo, cuyo inverso T~ l es acotado. 
Pruebe que 3(T*) _1 y (T*) -1 = (T -1 )* 

7. Sean H\ y H 2 de Hilbert, (T n ) C C(Hi,H 2 ) y T G C(Hi,H 2 ). Pruebe que 

|| Tn - T|| -> 0 => ||Tn* — T*|| —>• 0 

8. Sean H\ y H 2 de Hilbert, T G C(Hi,H 2 ); Mi C H\, M 2 C H 2 . Pruebe 
que: 

(a) T(M\) c M 2 => T*(M^) c Mj~- 

(b) Si M-| y M 2 son SEV cerrados de Hi y M 2 entonces T(M 1 ) C M 2 <G> 
T*(M£) C Mj 1 . 

(c) Si M = AÍ(T) = [x G íT-| | Tx = 9} entonces: 

(el) T*(íf 2 ) C Mj 1 

(c2) [T(Hi)} 1 - c A7(T*) 

(c3) M, = [T*(H 2 )]-L 

9. Sean H de Hilbert, T G C(H), S = I + T*T. Pruebe que existe S 1 ” 1 : 
S(H) -G 

10. Sean H un espacio de Hilbert separable, (e n ) C H una sucesión ortonormal 
total. Sea T : H —► H el operador lineal acotado tal que Vn > 1 Te n = 
e„+i. T se llama operador de desplazamiento a la derecha (explique el 
nombre). Halle Im(T),AÍ(T), ||T|| y T*. 

11. Si C 2 [a, b] es el completado de (c[a, 6], (•, •)), con (f,g) = f(s)g(s)ds 
y k G c([a,b\ x [c, d}), sea T : C 2 [a, b\ —> C 2 [c,d\ tal que Ver G c[a,b\, 
(Tx)(t) = k(s,t)x(s)ds. Halle T*. 

12. Sea T : l 2 -g l 2 , (x n ) >-G (0,0, x lt x 2 , ■■■)■ Halle T*. 

13. Sea (a n ) G K. acotada y T : l 2 — G l 2 , ( x n ) e-G (a m a: m ). Halle T*. 

14. Sean H de Hilbert, S,T G C(H) dos operadores autoadjuntos y a,/3 G K. 
Pruebe que: 
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(a) aS + f3T es autoadjunto 

(b) T n es autoadjunto Vn > 1. 

15. Sean H de Hilbert complejo, S € £(íí). Sean Si = (S + S*), S 2 = 
^(S — S*). Pruebe que: 

(a) Si y S 2 son autoadjuntos. 

(b) S = Si + ÍS 2 y S* = Si — ÍS 2 y que esta representación de S es 
única (i.e. si i?i,i? 2 ,Tj,T 2 € C(H) son autoadjuntos y si R± + ÍR 2 = 
Ti + iT 2 , entonces R\ = Ti y R 2 = T 2 ) 

16. Con H = C 2 , sea C 2 —> C 2 , S(xi,X 2 ) = (xi + ix 2 ,xi — ix 2 ). Halle S*, 
pruebe que S*S = SS* = 2/ y halle Si y S 2 definidos en el ejercicio 
precedente. 

17. Sea H de Hilbert, T/0e £(ií) un operador autoadjunto. Pruebe que 
T n ± 0: 

(a) Mn G N par; 

(b) Vn G N. 
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Parte IV 

TEORÍA ESPECTRAL 
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Capítulo 22 

Propiedades espectrales de 
los Operadores Lineales 
Acotados 


Se resumen en el siguiente: 

Teorema 128. Sea X un espacio de Banach complejo. Sea T : X —► X un 
operador lineal acotado, (i.e. T € C(X,X) =: C(x)). Entonces: 

1. El conjunto resolvente de T, p(T), es abierto en C. 

2. El espectro de T, cr(T), es cerrado en C. 

3. cr(T) es compacto y <r(T) C ^||r|| (^) (i- e - VA € <j(T), |A| < ||T’||^. 
Demostración. Se basa en el siguiente: 

Lema 129. Sea S € C(x). Si ||S|| < 1 entonces 

OO 

3(1 - sr 1 y (I - S)- 1 = Y,s k 

k=0 


1. Si p(T) = es abierto. 

Si p(T) para Ao € p(T), se prueba que 

Br{ Ao) c p(T) 


si se toma 


1 

UT-\ 0 I)~i\\ 


2 . 

3 . 


Resulta de 1. 

Sea A € C tal que |A| > ||T||. Probemos que A € p(T). 
( r-A/)-'= -!(/-ir) ' = 


k =0 
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que converge por el lema con S = jT, ||5|| = ^||T|| < 1. 

Al ser a (T) cerrado y acotado en C, entonces es compacto. 

□ 

NOTA: 

1. Ver detalles de la demostración en Kreyszig, sección 7.3. 

2. Podemos encerrar er(T) en una bola lo más pequeña posible: 

Definición 130. Al número r a (T) = sup{|A| | A G cr(T)} se le llama radio 
espectral de T. Obviamente 

a(T)cB r „( 0) 

NOTA: 

1. Por 3 del Teorema, obviamente, r a (T) < ||T||. 

2. Se puede probar (ver Kreyszig, sección 7.5-5.) que 

r a (T) = lím ?ñf¿\\ 


Ej ercicios 

1. Sea X un EVN complejo. Sea I : A —»• A el operador identidad. Halle 
tTp(I) y los correspondientes espacios propios, así como a (/) y I^ 1 . 

2 . 

Definición 131. Sea X un EVN, Y C X es invariante para T, con 

T : X —» X, un operador lineal, ssi T(Y) C Y 

Pruebe que si E C X es un espacio propio de T, E es invariante para T. 

3. Sea H un espacio de Hilbert separable y sea T : H —> H el operador lineal 
tal que V?i > 1 Te n = e„+i, donde (e n ) G H°° es una sucesión ortonormal 
total, y R es obtenido extendiéndolo de manera que sea lineal y continuo. 
Pruebe que a P {T) = y halle subespacios de H invariante para T. 

4. Sea Ai un EVN y sea A C Ai un SEV. Sea T G £(A, Ai) y sea Ti : 
Ai —> Ai una extensión lineal de T (i.e. Ti | x = T ). Pruebe que: 

( a ) ct p(T) C o-p(Ti) 

(b) VA G <j p (T), si E\{T) y E\{T\) son los espacios propios de T y Ti 
correspondientes a A ,E\(T) C E\(T{) 

(c) oy(Ti) C oy(T) 

(d) cr c (T) C cr c (Ti) U crp(Ti) 

(e) p(T\) C p(T) U cr r (T) 

5. Sea v G c[0,1] y T : C[ 0,1] —> C[0,1], x > Tx = vx. Halle <j(T). 

6. Halle un T : C[0,1] —> C[0 ,1] tal que cr(T) = [a, b] dado. 
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7. Sea X un EVN, T G £(X,X). Sea V C X un subespacio vectorial inva¬ 
riante para T. Pruebe que V también es invariante para T. 

8. Sea X un EVN, T : X —» X lineal, A G a P (T), E\(T) el espacio propio 
correspondiente a A. Si Y = E\(T), halle a(T | y ). 

9. Sea (a n ) G [0,1]°° tal que {a n \ n > 1} es denso en [0,1]. Sea T : l 2 —> l 2 , 
i%n) — 

(a) Halle cr P (T) y a(T) 

(b) Sea A G cr(T) \ cr p (T) Pruebe que T x 1 no es continuo 

(c) Sea K cC compacto. Halle S : l 2 —> l 2 tal que a p (S) sea denso en K 
y cr(S) = K. 

10. Sea V = C[0,1], T : V{T) C c[0,1] -> c[0,tt], x ^ x", donde V(T) = 
{x G c[0,7r] | x',x" G c[0, 7t],®(0) = x(tt) = 0}. Pruebe que <r(T) no es 
compacto. 

11. Sea T : /6oo l°°, (x n ) >->• (x n+ \). Pruebe que: 

(a) |A| > 1 => A G a{T) 

(b) |A| < 1 => A G tJp(T). Halle E\(T), el espacio propio correspondiente. 

12. Sea T : l p —> l p , (. x n ) i —> (x n +i), 1 < p < oo. Si |A| = 1. A G 0 >(T) como 
en el ejercicio precedente? 
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Apéndice A 


La Triyección 


Espacios geométricos, longitud de un segmento y 
distancia entre puntos 

Notaremos E 1 al conjunto de puntos de una recta, E 2 al conjunto de puntos 
de un plano y E 3 al conjunto de puntos del espacio (geométrico). 

Si en E € {E 1 , E 2 , E 3 } tomamos un segmento finito de una recta Ul pode¬ 
mos definir la longitud de cualquier otro segmento L como el número l de veces 
que cabe Ul en L. Pondremos 


lg(L) = l 

Obviamente l > 0 pero podemos extender el concepto de longitud a un segmento 
cuyo inicio y fin coinciden, en cuyo caso tendrá longitud cero. 

El concepto de longitud de un segmento da lugar al de distancia geométrica 
entre dos puntos. En efecto si A y B son elementos de E, podemos poner 

dg(A,B) = lg(AB), 

es decir la distancia geométrica entre A y B no es otra cosa que la longitud del 
segmento de recta de extremos A y B, que lo notamos AB. 

Se tiene la función dg : E x E —> R, (A, B) i —> d(A , B). 

Podemos notar que se verifican las siguientes propiedades: 

Si E £ {E\E 2 ,E 3 } : 

MI (No Negatividad) \/A,B £ E, dg(A,B) > 0 
M2 (Unicidad) VA, B £ E, dg(A , B) = 0 <í=> A = B 
M3 (Simetría) VA, B £ E, dg(A, B) = dg(B, A) 

M4 (Desigualdad triangular) 

\/A,B,C£E , dg{A,C) < dg(A,B) + dg(B,C) 
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La Recta Real 


Tomando en E 1 un punto 0 al cual le asociamos el número 0 y si a todo 
número a le asociamos el punto A situado a una distancia |a| del punto 0, a un 
lado de 0 si a > 0 y el otro lado si a < 0 se establece la biyección 

G:R->E 1 ,a*—>G(á) = A 

A es el gráñco o representación geométrica de a o también diremos que a es la 
coordenada del punto A. Al espacio E 1 , visto como imagen de G, se le llama 
entonces recta real. Aunque, para ser más precisos, recta real es la función G. 

Gracias a la biyección G : R —> E 1 , se puede definir la distancia entre dos 
números a y b, notada d(a,b) 


d(a, b) = dg(A, B), 


donde A = G(a ) y B = G(b). 

Es fácil probar que para todo a,b £ R se tiene d(a, b) = \a — b\. 

La función d : R 2 — > R, (x, y) i— > d(x, y) se llama distancia usual o natural 
y tiene las propiedades análogas a (MI), (M2), (M3) y (M4) que vimos para 
dg : E x E — » R. 

La biyección G ha permitido enriquecer R con el concepto de distancia que 
es una propiedad inherente a los espacios geométricos E 1 ,^ 2 ,^ 3 . 

El Plano Cartesiano 

Si en el espacio geométrico E 2 escogemos un segmento de recta Ul como 
unidad de longitud, podemos escoger dos rectas perpendiculares entre si que se 
cortan en un punto 0 (por simplicidad digamos que la una es horizontal y la 
otra es vertical), y con ellas construir dos rectas reales. Convengamos en que el 
número 1 está representado geométricamente por el punto I situado a la derecha 
de O en la recta horizontal y por el punto J situado encima de 0 en la recta 
vertical,ambos a una distancia 1 del punto 0. 

Todo punto A C E 2 está asociado con un punto A 1 de la recta horizontal 
definido como el corte de esta recta con la recta vertical que pasa por A y con 
un punto A 2 de la recta vertical definida como el corte de ésta con la recta 
horizontal que pasa por A. 

Si ai es la coordenada de A\ en la recta real horizontal y si 02 es la coordenada 
de A 2 en la recta real vertical entonces se define el par ordenado (ai, a 2 ) € R 2 
al que llamaremos coordenadas de A. 

Por el contrario, dados (ai,a 2 ) £ R 2 , si Ai es el gráfico de ai en la recta 
real horizontal y A 2 es el gráfico de a 2 en la recta real vertical, el corte A de la 
recta horizontal que pasa por A 2 y la recta vertical que pasa por A 1 , define la 
función biyectiva G : R 2 —> E 2 , (ai, a 2 ) >->• G(ai, a 2 ) = A. 

El punto A = G(ai,a 2 ) se llama gráfico o representación geométrica de 
(ai, a 2 ). Al espacio E 2 visto como imagen de la función G, suele llamárselo plano 
cartesiano. Aunque, para ser más precisos, plano cartesiano es la función G. 

Gracias al plano cartesiano podemos trasladar de E 2 a R 2 el concepto de 
distancia, poniendo para (ai, a 2 ), (b\, b 2 ) 


d{{a 1 , a 2 ), (bi, b 2 )) = dg(A, B), 


134 



donde A = G(a 1,0,2) es el gráfico o representación geométrica de ( 01 , 02 ) y 
B = G{b 1 ,b 2 ) lo es de ( 61 , 62 ), y dg(A,B) = lg(AB). 

Dado A G E 2 , si G~ 1 (A) = (ai, 02 ), se dice que (ai, 02 ) son las coordenadas 
de A. 

Es fácil probar que 


d{(a 1 ,a 2 ), (61,62)) = a/K - ^il 2 + |«2 ~ 6 2 | 2 , 


y que d : K 2 x R 2 -) R cumple las propiedades análogas a (MI), (M2), (M3) y 
(M4) que vimos para dg : E x E —x R. 


El Espacio Cartesiano 

De manera análoga, si tomamos en el espacio geométrico E 3 un segmento 
de recta Ul como unidad de medida de la longitud de un segmento de recta 
cualquiera. Escogemos un punto 0 y un plano que pasa por 0 (por simplicidad 
supongamos que es horizontal) y construyamos con él un plano cartesiano. Luego 
tomemos la recta que pasa por 0 y es perpendicular al plano y construyamos 
con ella una tercera recta real, con el punto K correspondiente al número 1, por 
encima del plano. 


A 


J 




o 


A(a ( ,a 2 ) 


A ,'(*,) * 


Definamos la función G : R 3 -> £ 3 , (ai, 02 , 03 ) —x A de la siguiente manera:A 
la pareja (ai, a 2 ) le hallamos su gráfico en el plano cartesiano horizontal, digamos 
A. En la vertical que pasa por A hallamos un punto A situado a una distancia 
|a 3 1 de A , por encima de A si 03 > 0 y por debajo si 03 < 0 (si 03 = 0, A = A). 
Ponemos G(ai, 012,013) = A. Al punto A le llamamos gráfico o representación 
geométrica de ( 01 , 02 , 03 ). Evidentemente G es biyectiva y al trío de números 
(a 1,02,03) = G~ 1 (A) les llamaremos coordenadas de A. 

A la función G : R 3 —X E 3 le llamaremos espacio cartesiano. Gracias a G 
podemos trasladar de E 3 el concepto de distancia, poniendo 

(¿((01,02,03), (61,62,63)) d = dg(G(ai, a 2 , a 3 ), G(6i, 62, 63)). 

Es fácil probar que 


(¿((01,02,03), (61,62, 63)) = VK - 6i| 2 + |a 2 - 6 2 | 2 + |o 3 - 6 3 | 2 , 

y que d : R 3 x R 3 —x R, cumple con propiedades análogas a (MI), (M2), (M3) 
y (M4) que vimos para dg : E x E — x R. 
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Vectores en los espacios E 1 ,E 2 ,E 3 : Los Espacios V 

E G E 1 ,E 2 ,E 3 es un conjunto de puntos. Dados dos puntos A, B G E, 
podemos dibujar una flecha con inicio en A y la punta o fin en B que la notaremos 
AB y la llamaremos vector. 

Si A yí B, el vector AB tiene como características o propiedades: 

1 . su dirección (que es la de todas las rectas paralelas a la recta que pasa por 
A y B, en particular esta última) 

2 . su sentido (puesto que tiene un inicio y un fin; así A¿ tiene el sentido 
contrario al de BÁ); y, 

3. su longitud (la del segmento AB, que de paso vemos que coincide con la 
del segmento BA, que es la longitud de BA), llamada módulo o norma 
del vector AB y que se nota AB . 

Notemos que para dos parejas diferentes de puntos ( A,B ) y ( C,D ) G E x 
E, para los correspondientes vectores AB y CD pueden coincidir estas tres 
características (dirección, norma y sentido). En este caso los consideraremos 
iguales. Así tenemos que si A{ 1,1), B( 2,3), C = (—2, 2) y D = (—1,4), entonces 
AB = CD (dibújelos y compruébelo). En particular 



dg(A,B) = yj\2 — 1 | 2 + |3 — 1 | 2 


V5 



dg(C, D) = \/| — 1 — (—2 )| 2 + |4 — 2 | 2 = V5 


Llamaremos vector cero al vector cuyo inicio y fin coinciden y lo notaremos 0. 
Así 0 = AA = PP, etc. 

Obviamente 0 no tiene dirección ni sentido y 0 = 0. Notaremos como V k al 

conjunto de vectores de E k , k G {1,2,3}, teniendo en cuenta la definición de 
igualdad dada. 

En V G V 1 , V 2 , V 3 se pueden definir dos operaciones: la suma de vectores y la 
multiplicación de un escalar (número) por un vector, de la siguiente manera: 
Dados u,v G V, la suma de ü y v es el vector notado u + v. 

Y definido así el vector cuyo inicio coincide con el de ü y cuyo fin coincide con 
la punta del vector igual a v, cuyo inicio coincide con el del vector ü (obviamente 
hay un único vector igual a v con esta propiedad). 

Por otra parte, dado un número a G R y un vector u G V \ {0}. El producto 
de a por u es el vector notado a-u, cuya longitud o norma es ||a • u|| = |a| • ||w||, 
cuya dirección coincide con la de u. El sentido de au es el mismo que el de u si 
a > 0 y es el sentido contrario al de u si a < 0. 

Por definición Va G R, a ■ 0 = 0 

Obviamente 0 • u = 0, Vm G V. Con estas definiciones es fácil verificar que: 
Vu, v, w G V y Va, ¡3 G R: 


(SI) Asociatividad de la suma: (u + v) + w = ü + (v + w) 

(82) Conmutatividad de la suma: u + v = v + u 

(83) Existencia del neutro aditivo: ü + 0 = u 
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(84) Existencia del inverso aditivo: 3 — ü tal que u + (-Ü) = 0 (de hecho 
—u = (—1)Ü). 

(MI) Asociatividad del producto por un escalar: a ■ (/3 ■ Ü) = (a/3) • ü 
(M2) Neutro multiplicativo: 1 • u = u 

(DI) Distributividad para la suma de escalares: (a + ¡3) • Ü = a ■ ü + f3u 

(D2) Distributividad para la suma de vectores: a ■ (u + v) = a ■ u + a ■ v 

Notemos que a la norma se la puede ver como una función ||-|| : V N —> R, 
u i—||u||, N = 1, 2,3. Con las propiedades: Vu, v £ V N , Va € R: 

(NI) (No negatividad) ||ít|| > 0 
(N2) (Unicidad) 0 = 0 <í=> u = 0 

(N3) (Cierta homogeneidad) ¡|au|| = |a| • ||u| 

(N4) (Desigualdad triangular) ||íí + íT|| < ||ií|| + ||t?||. 

En V £ V^V^V 3 se define también el producto interno o producto 
escalar de dos vectores u, v £ V, que se nota (ü,v) y es el número real dado 
por: 

. _ |0 si « = 0 o u = 0 

(u, v) = < _ _ 

(J|w|| • ||u|| cosa si u 0 y v ^ 0 

donde a es el ángulo formado por vectores iguales a v y v cuyos inicios coinciden. 
El producto escalar puede ser visto como la función (•,•) : VxV ->Ryse puede 
constatar que se cumplen las siguientes propiedades: \/u, v, w £ V, Va, /3 £ R: 

(El) (No negatividad) (ü,u) > 0 

(E2) (Unicidad) (u, u) — 0 <=> u = 0 

(E3) (Simetría) (u, v) = (v, u) 

(E4) (Linealidad respecto a la 1 ra variable) 

{ (Ü + v, w) = ( u, w) + (v, w) aditividad 
(a ■ u,v) = a (ü, v) homogeneidad 

La Triyección ~R N —> E N —> V N 

Supongamos que en E £ {E 1 ^ 2 ^ 3 } está dado un segmento Ul como 
unidad de longitud y que hemos definido ya una recta real, un plano cartesiano 
o un espacio cartesiano, según el caso. 

La biyección V N —»• E N : Dado un vector cualquiera a £ V £ V 1 ,V 2 ,V 3 , 
obviamente existe un único punto A £ E tal que a = OA Se define así la función 
(¡) : V E, a i —> A , que es biyectiva. Su inversa es <p : E ^ V, A \—> <p(A) = 
O A. Como ya tenemos la biyección G : —> E N se puede definir lo que 

llamaremos triyección R^ —»• E N —> V N , que es el conjunto de trios ordenados 
(a, A, OÁ) para n = 1, ((ai, 02 ), A, OÁ) para n = 2 y ((ai, 02 , 03 ), A, OÁ) para 
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n = 3, donde A = G(a) para n = 1, A = G(ai, a 2 ) para n = 2 y A = (ai, a 2 , a 3 ) 
para n = 3. 

NOTA: Obviamente <p o G : ► V N es también biyectiva, así como su 

inversa. 

Su utilidad consiste en que toda buena propiedad en uno de estos tres espa¬ 
cios, R w , E N , V N , se traslada automáticamente a los otros dos. 

Vimos por ejemplo que la distancia geométrica dg definida en E , da origen na¬ 
tural a la distancia en R, R 2 , R 3 . 

Obviamente también se puede definir la distancia entre dos vectores ay 6 , que 
será el número 

dv(a , 6 ) = dg(A , B ), si a = (dX y 6 = oñ. 

Por otra parte en V definimos las operaciones de suma (+) y producto por un 
escalar •); y vimos que la estructura (V,+, •) cumple con algunas propiedades 
((SI) a (S4), (MI), (M2), (DI) y (D2)), que en Álgebra Lineal se generalizan 
para estructuras con iguales propiedades a lo que se llama un Espacio Vectorial. 
Esta estructura de espacio vectorial se puede trasladar de V a R N y a E, de 
manera natural. 

Para n = 2, si (ai, a 2 ), ( 61 , 6 2 ) € R 2 y a G R pondremos: 

(ai,a 2 ) + ( 61 , 62 ) d = ((/? o G) -1 (</? o G(ai, a 2 ) + <p o G( 6 i, 6 2 )) 

a - (ai,a 2 ) d = (ípoG)~ 1 (a- (<po G)(a lt a 2 )) 

Es fácil probar que 


(ai, a 2 ) + ( 61 , 62 ) — (ai + 61 , a 2 + 6 2 ) 
a ■ (ai, a 2 ) = (a ■ ai, a. ■ a 2 ) 

Análogamente, para N = 3, con una definición análoga se tiene que si 
(ai,a 2 , a 3 ), ( 61 , 6 2 , 63) G R 3 y si a G R: 

(ai, a 2 , a 3 ) + ( 61 , 6 2 , 6 3 ) = (ai + 61 , a 2 + 6 2 , a 3 + 6 3 ) 


cu * (ai, a 2 , a 3 ) — (crai, cra 2 , cra 3 ) 

R 2 y R 3 con las operaciones + y • que acabamos de definir cumplen con las 
propiedades análogas a (SI), ... (S4), (MI), (M2), (DI), (D2) por lo que los tríos 
(R 2 , +, •) y (R 3 , +, •) son espacios vectoriales. 

Para V G {V 1 ,^ 2 , V 3 } definimos la norma ||-|| : V — > R, donde ||u|| es la 
longitud o norma del vector u. 

Podemos trasladar este concepto a los espacios E N o R^, N G {1,2,3} 
correspondientes. 

Por ejemplo, si (ai,a 2 ) G R 2 pondremos ||(ai,a 2 )|| d = ||a||, donde a = tp o 
G((ai,a 2 )) = O A, donde A es el gráfico de (ai,a 2 ). 

Es fácil probar que: ||(ai,a 2 )|| 2 = y/|ai | 2 + |a 2 | 2 . 

Análogamente para (ai,a 2 ,a 3 ) G R 3 tendremos que 


def 


II (ai, a 2 , a 3 ) || 2 = 


OA 
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, donde A es el gráfico de ( 01 , 02 , 03 ), entonces 


||(a 1 ,o 2 ,a 3 )|| 2 = \f\a\ | 2 + |a 2 | 2 + |a 3 | 2 

Es inmediata la verificación de que las propiedades (NI), (N2), (N3) y (N4) 
que vimos para la norma de los vectores, se cumplen también para ||-|| 2 : R^ —> 
R, n G {1,2,3}. 

En el caso N = 1, si a G R, ||a|| = |o|, obviamente. 

Ahora bien, en V hemos definido el producto interno o producto escalar 
(■,•) : Vx 7->R. Esta definición puede trasladarse a R w . 

Por ejemplo, para N = 2 dados (ai,a 2 ), (b\,b 2 ) G R 2 , pondremos 

<( 01 , 02 ), (h,b 2 )) d = (oX,OÉ), 

donde A = G((ai, a 2 )) es el gráfico de (oí, o 2 ) y B = G((bi, b 2 )) es el gráfico de 
(bi,b 2 )- 

Es fácil probar la sorprendente fórmula: 

((ai, a 2 ), ( 61 , b- 2 )) = oia 2 + bib 2 (A.l) 

Análogamente, si para N = 3, dados (a l5 o 2 , o 3 ), {b\, b 2 , b 3 ) G R 3 definimos 
análogamente ((oí, a 2 , o 3 ), (bi,b 2 , 6 3 )) d = (oA, oé^, se tiene que 

((oí,o 2 ,o 3 ), (&i, b 2l bz)) = 0161 + a 2 b 2 + a^b^ (A.2) 

Valga decir que en estos casos se cumplen las propiedades (El), (E2), (E3) 
y (E4) que vimos para el producto escalar en V, las cuales se pueden verificar 
también utilizando las fórmulas ( 1 ) y ( 2 ) que acabamos de escribir. 

Símbolos A la triyección R-E-V la representaremos con los símbolos 

R n —x E n —x V N . 
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